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備忘録作成：伊藤榮信

2024年 6月 18日

　
　物理学選書 15 内山龍雄著一般相対性理論（裳華房，1978）—第 7章
Einstein方程式の厳密解§44 回転している物体の作る重力場，Kerr解—

にKerr解の導出が記されている．本には Adler, Bazin, Schiffer著の In-

troduction to General Relativity(MacGraw - Hill, 2nd Ed.1975)第７章
Kerr解を参考にしたと記されている．よって，どちらに従い備忘録を作
成しようかと悩んだ末，Adler等の書を選択した．理由はベクトル記号の
書き方（内山著：λ⃗，Adler： λ）というどうでもよい理由と，どうせな
ら原典という理由からである．この解法にはKillingベクトルという言葉
は現れないが，その言い換えともいえる時空の定常性は仮定される．
　開始したのが 2024年 5月 25日で，最終解が得られたセクション 7.5が
終了したのが 6月 13日である．この間約 3週間であった．著作権などを
考えるとセクション 7.7以降は割愛せざるを得ない．
　以下，馬鹿げたところもあるが，とにかくすべての式の導出を記した．
なお計算を面倒にする誤植がセクション 7.5に二カ所，一つはKerr解の
クロスタームの正負で次のセクションでの計算に影響を与える．セクショ
ン 7.6にも一つある．　　　　　　　　注：AdlerはRonald J. Adler　　

1 シュワルツシルド解のエディントン形式
　 Schwarzschild解を以下の座標変換を使ってEddintonの形式にする：

x0 = x0 + 2m log
∣∣∣ r

2m
− 1
∣∣∣ , r = r, θ = θ, ϕ = ϕ, (7.1)

変換の結果，次の Eddinton形式を得る．

ds2 = (dx0)2 − (dr)2 − r2(dθ
2
+ sin2 θdϕ

2
)− 2m

r
(dx0 + dr)2, (7.2)
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導出
以下，x0以外の上のバーは省略する．また，mは質量と考えるのではな
く単なる変換に含まれたパラメータと考える．
先ずは，この式の導出を行う：時間座標の微分を作り，移項する．

dx0 = dx0 − 2m

r − 2m
dr (1)

その他を略．これらを Schwarzschild解の線素に代入する．時間項は(
1− 2m

r

)
(dx0)2 =

(
1− 2m

r

)[
(dx0)2 − 2

2m

r − 2m
dx0dr +

4m2

(r − 2m)2
(dr)2

]

= (dx0)2 − 2m

r
(dx0)2 − r − 2m

r

[
2

2m

r − 2m
dx0dr − 4m2

(r − 2m)2
(dr)2

]
= (dx0)2 − 2m

r
(dx0)2 −

[
2
2m

r
dx0dr − 4m2

r(r − 2m)
(dr)2

]
(2)

次に動径項は

−
(
1− 2m

r

)−1

(dr)2 =
r

r − 2m
(dr)2 = −r − 2m+ 2m

r − 2m
(dr)2

= −(dr)2 − 2m

r − 2m
(dr)2

= −(dr)2 − 2m

r − 2m
(dr)2 (3)

となる．ここで (2)の最後の項と上の式の第２項の (dr)2の項をまとめる
計算を行う．

+
4m2

r(r − 2m)
(dr)2 − 2m

r − 2m
(dr)2 =

2m

r

(
2m

r − 2m
− r

r − 2m

)
(dr)2

= −2m

r
(dr)2 (4)

よって，(2)，(3)，(4)より(
1− 2m

r

)
(dx0)2 −

(
1− 2m

r

)−1

(dr)2

= (dx0)2 − (dr)2 − 2m

r
(dx0)2 − 2

2m

r
dx0dr − 2m

r
(dr)2

2



= (dx0)2 − (dr)2 − 2m

r
(dx0 + dr)2 (5)

θ, ϕの項は変換前後で同じである．
　さて，(7.2)を直交座標系で表すと

ds2 = (dx0)2 − (dx)2 − 2m

r

(
dx0 +

xdx+ ydy + zdz

r

)2

,

(dx)2 = dx2 + dy2 + dz2, r2 = x2 + y2 + z2

(7.3)

この直交座標系での計量テンソルは
gµν = ηµν − 2mℓµℓν , (7.4a)

ℓµ =
1√
r

(
1,

x

r
,
y

r
,
z

r

)
, (7.4b)

である．ηµνは Lorentz計量で ℓµℓνη
µν = 0である．

確認
　式 (7.4)を確かめておく．そのためには (7.3)の右辺第 3項の 2乗を展
開するだけで十分である．

−2m

r

(
dx0 +

xdx+ ydy + zdz

r

)2

= −2m

r

[
(dx0)2 + 2

xdx0dx+ ydx0dy + zdx0dz

r
+

1

r2
(xdx+ ydy + zdz)2

]
= −2m

r
(dx0)2 − 2mx2

r3
(dx)2 − 2my2

r3
(dy)2 − 2mz2

r3
(dz)2

−2m

r2

[
x(dx0dx+ dxdx0) + y(dx0dy + dydx0) + z(dx0dz + dzdx0)

]
−2m

r3

[
xy(dxdy + dydx) + yz(dydz + dzdy) + zx(dzdx+ dxdz)

]
これらの形から

gij = ηij −
2m

r

(xi

r

)(xj

r

)
, x1 = x, x2 = y, x3 = z

という形になっていることが分かる．ただしηijは (7.3)での (dx)2 = dx2+

dy2 + dz2からでる．
□

　
　 (7.4a)の形の計量を縮退した (degenerate)計量を呼ぶ．
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2 縮退した計量に対するEinstein方程式
計量

gµν = ηµν − 2mℓµℓν , ℓµℓνη
µν = 0, m：任意の定数, (7.5)

mは任意の定数であり質量ではない．縮退した計量は特徴的な性質を持っ
ている．上付きの指標で表した対象

ℓα ≡ ηατℓτ , (7.6)

を定義する．
　反変計量テンソルは

gµν = ηµν + 2mℓµℓν . (7.7)

確認
(7.7)の確認：

gµνgνµ = (ηµν + 2mℓµℓν)(ηνµ − 2mℓνℓµ)

= ηµνηνµ + 2mℓµℓνηνµ − 2mηµνℓνℓµ − 4m2ℓµℓνℓνℓµ

= ηµνηνµ + 2mℓµℓµ − 2mℓµℓµ − 4m2ℓµ(ℓνℓν)ℓµ = ηµνηνµ

ここで ℓµℓµ = 0を使った．

ℓα = gατℓτ = ηατℓτ . (7.8)

ℓα∂τℓα = ℓα∂τℓ
α =

1

2
∂τ (η

µνℓµℓν) = 0, (7.9)

確認　 (7.9)の 1/2の確認：

∂τ (η
µνℓµℓν) = ηµν(∂τℓµ)ℓν+ηµνℓµ(∂τℓν) = ℓµ(∂τℓµ)+ℓν(∂τℓν) = 2ℓµ(∂τℓµ)

原典ではクリストッフェルの記号に左辺の{
α

β γ

}
= Γα

βγ

を使っているが表記の簡単な右辺を使う．Γα
βµの定義

Γα
βµ = gατΓτ,βµ = gατ

1

2

(
∂βgµτ + ∂µgβτ − ∂τgβµ

)
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以下の式が成立する：

Γα
βµℓ

µ = −mℓµ∂µ(ℓ
αℓβ). (7.10)

確認
(7.10)の確認：

Γα
βµℓ

µ =
1

2
(ηατ + 2mℓαℓτ )(−2m)

[
∂β(ℓµℓτ ) + ∂µ(ℓβℓτ )− ∂τ (ℓβℓµ)

]
ℓµ

(6)

右辺の偏微分演算で定数 ηµν の偏微分演算を 0としている．右から ℓµが
かけられた括弧［　］内の 3項の計算を順に行う：

(i) ∂β(ℓµℓτ )ℓ
µ =

[
(∂βℓµ)ℓτ + ℓµ(∂βℓτ )

]
ℓµ = ℓµ(∂βℓµ)ℓτ + ℓµℓµ(∂βℓτ ) = 0

ここで (7,9)と ℓµℓµ = 0を使った．

(ii) ∂µ(ℓβℓτ )ℓ
µ =

[
(∂µℓβ)ℓτ + ℓβ(∂µℓτ )

]
ℓµ = (∂µℓβ)ℓτℓ

µ + (∂µℓτ )ℓβℓ
µ

(iii) ∂τ (ℓβℓµ)ℓ
µ =

[
(∂τℓβ)ℓµ + ℓβ(∂τℓµ)

]
ℓµ = (∂τℓβ)ℓµℓ

µ+ ℓµ(∂τℓµ)ℓβ = 0

ここで (7,9)と ℓµℓµ = 0を使った．よって，残ったのは (ii)だけであり，
これを使い (6)の計算を続けると

Γα
βµℓ

µ = −m(ηατ + 2mℓαℓτ )
[
(∂µℓβ)ℓτℓ

µ + (∂µℓτ )ℓβℓ
µ
]

(7)

以上の計算で先ず 2mℓαℓτ [∗+ ∗]の項から始める：

2m(∂µℓβ)ℓ
αℓτℓτℓ

µ + 2m(∂µℓτ )ℓ
αℓτℓβℓ

µ

= 2m(∂µℓβ)ℓ
α(ℓτℓτ )ℓ

µ + 2m[ℓτ (∂µℓτ )]ℓ
αℓβℓ

µ = 0

ここで ℓτℓτ = 0と (7.9)を使った．残るは

−mηατ
[
(∂µℓβ)ℓτℓ

µ + (∂µℓτ )ℓβℓ
µ
]
= −mηατ (∂µℓβ)ℓτℓ

µ −mηατ (∂µℓτ )ℓβℓ
µ

= −m(∂µℓβ)ℓ
αℓµ −m(∂µℓ

α)ℓβℓ
µ = −mℓµ∂µ(ℓ

αℓβ)

が得られるので (7.10)が示せた．
□
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（本文に戻る）　 (7.10)を使うことで以下の関係が得られる．ここでは
αについての共変微分演算記号として∇αを使う．

ℓν∇αℓ
ν = ℓν∇αℓν = ℓν

(
∂αℓν − Γτ

ναℓτ

)
= ℓν∂αℓν = 0. (7.11)

確認
ここでは ℓνΓτ

ναℓτ がゼロとなることを示せばよい．そのために (7.10)を
使う．

ℓνΓτ
ναℓτ = ℓτΓ

τ
ναℓ

ν = ℓτ [−mℓα∂α(ℓ
τℓν)] = −m

[
ℓαℓτ (∂αℓ

τ )ℓν + ℓαℓτ (∂αℓν)ℓ
τ
]

= −mℓα ℓτ (∂αℓ
τ )︸ ︷︷ ︸

0

ℓν −mℓα(∂αℓν) ℓτℓ
τ︸︷︷︸

0

= 0

よって (7.11)が示せた．
□

　
（本文に戻る）　任意の点で ℓµは平坦空間 (flat-space)のヌルベクトルで
ある：ηµνℓ

µℓν = 0．この場合，ηµνを一定にしたまま 3次元空間内での固
有回転を行うことができて，また ℓµを (a, a, 0, 0)とすることができる．
内山著から：
　 detgµν(x)を計算するために点 xで空間の回転を行う．なぜなら空間回
転で detgµνは不変であるからである．点 xからの回転後の 1点 x′でのベ
クトル ℓ′µの成分を (a, a, 0, 0)とすることができる．
　このシステムで計量テンソルの行列式 gは

g =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1− 2m2 −2ma2 0 0

−2ma2 −1− 2ma2 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = −1. (7.12)

このように任意の縮退した計量に対して g = −1とすることができる．
よって，次の式が得られる：

Γα
ρα = ∂ρ log

√
−g = 0. (7.13)

こうして場の方程式 (5.119)

Rβδ = ∂δΓ
α
βα − ∂αΓ

α
βδ + Γα

γδΓ
γ
βα − Γα

ταΓ
τ
βδ = 0 (5.119)
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は
Rµν = −∂αΓ

α
µν + Γα

βµΓ
β
αν = 0, (7.14)

となる．ただし，Γの積の項では縮約の添字をいくつか入れ換えている．
　以下，この場の方程式を解くのだが，任意のパラメータmによりΓ∗

∗∗ =

Am2 +Bmの形をしていることに注目し，その冪でまとめ，それらが任
意のmに対して (7.14)が成立するとすることで，以下の 4つの方程式を
得る．
O(m)

ηαρ∂αΓρ,µν = 0 (7.15a)

O(m2)

2m∂α(ℓ
αℓρΓρ,µν)− ηασηβλΓσ,βµΓλ,αν = 0, (7.15b)

O(m3)

ℓβℓληασΓσ,βµΓλ,αν + ℓαℓληβσΓλ,βµΓσ,αν = 0, (7.15c)

O(m4)

ℓαℓσℓβℓληασΓσ,βµΓλ,αν = 0. (7.15d)

　
導出：
(7.15a)の導出：mの最低次数であるので (7.14)右辺の第１項から得られ
る．Γα

µνではなく，Γα,µνの形のクリストッフェル記号を主に使い，mの
１次のみを拾う．Γα,µνにはmの１次項が含まれている．

−∂αΓ
α
µν = −∂α

[
gαρΓρ,µν

]
= −∂α

[
(ηαρ + 2mℓαℓρ)Γρ,µν

]
= −∂α

(
ηαρΓρ,µν + 2mℓαℓρΓρ,µν

)
(8)

上の式の括弧［　］内第 2項はm2の項なので括弧内最初の式が (7.15a)

となる．
　
(7.15b)の導出：この式の第１項は (8)式の第2項から，また第2項は (7.14)

の Γα
γνΓ

γ
µαのm2の項からでる．

Γα
βµΓ

β
αν = gασΓσ,βµg

βλΓλ,αν = (ηασ + 2mℓαℓσ)Γσ,βµ(η
βλ + 2mℓβℓλ)Γλ,αν

=
(
ηασηβλ + 2mℓβℓληασ + 2mℓαℓσηβλ + 4m2ℓαℓσℓβℓλ

)
Γσ,βµΓλ,αν . (9)
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この式の展開式で第 1項からのm2で

ηασηβλΓσ,βµΓλ,αν (10)

これと前述の (8)の項を合わせたのが (7.15b)である．
(9)の第 2，3項からm3の項

2m
(
ℓβℓληασ + ℓαℓσηβλ

)
Γσ,βµΓλ,αν (11)

= 2m
(
ℓβℓληασΓσ,βµΓλ,αν + ℓαℓσηβλΓσ,βµΓλ,αν

)
= 2m

(
ℓβℓληασΓσ,βµΓλ,αν + ℓαℓληβσΓλ,βµΓσ,αν

)
(12)

なお，最後の項の縮約で σ → λ, λ → σの入れ替えを行っている．理由
が分からない．後で実際に計算を実行してみるが，このままでも同じ結
果が得られる．内山著では条件式としては先頭の式で表しているが，実
際の計算では別の表現に直している．なお内山著での計量テンソル ηαα =

(−1,+1,+1,+1)の定義がAdler：ηαα = (1,−1,−1,−1)と異なるので注
意しなければならない．特に (7.15b)は注意しなければならない．
　m4の項は式 (9)の残りの項

ℓαℓσℓβℓλΓσ,βµΓλ,αν (13)

である．
　 □
(7.15d)は恒等的に成立する．
確認：(7.15d)式から以下の一部を取り出す．

Γσ,βµℓ
σℓβ = gσαΓ

α
βµℓ

σℓβ = (ησα − 2mℓσℓα)Γ
α
βµℓ

σℓβ

= ησαΓ
α
βµℓ

σℓβ − 2mℓσℓαΓ
α
βµℓ

σℓβ

第 2項は ℓσℓ
σ = 0であるから寄与しない．よって第 1項のみを考えれば

よい．

ησαΓ
α
βµℓ

σℓβ = Γα
βµℓαℓ

β = (Γα
βµℓ

β)ℓα = −mℓβ∂β(ℓ
αℓµ)ℓα

= −mℓβ (∂βℓ
α)ℓα︸ ︷︷ ︸
0

ℓµ −mℓβ(∂βℓµ) ℓ
αℓα︸︷︷︸
0

= 0

8



となる．ここで 3番目の等号で (7.10)を使った．よって Γσ,βµℓ
σℓβすなわ

ち ℓαℓσℓβℓληασΓσ,βµΓλ,ανは恒等的にゼロとなる．
　 □
　
(7.15c)の導出：ここでの注目点は ηασと ηβσをどう扱うかである．最初
の項から始める．
(7.15c)の前半．

ℓβℓληασΓσ,βµΓλ,αν = ℓβℓληασ
[
∂β(ℓµℓσ) + ∂µ(ℓβℓσ)− ∂σ(ℓβℓµ)

]
×
[
∂α(ℓνℓλ) + ∂ν(ℓαℓλ)− ∂λ(ℓαℓν)

]
= ℓβℓλ

[
∂β(ℓµℓ

α) + ∂µ(ℓβℓ
α)− ηασ∂σ(ℓβℓµ)

] [
∂α(ℓνℓλ) + ∂ν(ℓαℓλ)− ∂λ(ℓαℓν)

]
= ℓβ

[
∂β(ℓµℓ

α) + ∂µ(ℓβℓ
α)− ηασ∂σ(ℓβℓµ)

]
ℓλ
[
∂α(ℓνℓλ) + ∂ν(ℓαℓλ)− ∂λ(ℓαℓν)

]
= ℓβ∂β(ℓµℓ

α)
[
−ℓλ∂λ(ℓαℓν)

]
(14)

ここで
ℓβ∂µ(ℓβℓ

α) = ℓβ(∂µℓβ)︸ ︷︷ ︸
0

ℓα + (∂µℓ
α) ℓβℓβ︸︷︷︸

0

= 0

を使った．−ηασℓβ∂σ(ℓβℓµ) = 0も同様．同様に

ℓλ∂α(ℓνℓλ) = 0, ℓλ∂ν(ℓαℓλ) = 0

(14)をさらに計算すると

−
[
ℓβ(∂βℓµ)ℓ

α + ℓβ(∂βℓ
α)ℓµ

] [
ℓλ(∂λℓα)ℓν + ℓλ(∂λℓν)ℓα

]
= −

[
ℓβ(∂βℓµ)ℓ

αℓλ(∂λℓα)ℓν + ℓβ(∂βℓ
α)ℓµℓ

λ(∂λℓα)ℓν

+ ℓβ(∂βℓµ)ℓ
αℓλ(∂λℓν)ℓα + ℓβ(∂βℓ

α)ℓµℓ
λ(∂λℓν)ℓα

]
= −ℓβ(∂βℓµ)ℓ

λ ℓα(∂λℓα)︸ ︷︷ ︸
0

ℓν − ℓβ(∂βℓ
α)ℓλ(∂λℓα)ℓµℓν

−ℓβ(∂βℓµ)ℓ
λ(∂λℓν) ℓ

αℓα︸︷︷︸
0

−ℓβ (∂βℓ
α)ℓα︸ ︷︷ ︸
0

ℓµℓ
λ(∂λℓν)

= −(ℓβ∂βℓ
α)(ℓλ∂λℓα)ℓµℓν
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(7.15c)の後半
ℓαℓληβσΓλ,βµΓσ,αν

ℓαℓληβσΓλ,βµΓσ,αν = ℓαℓληβσ
[
∂β(ℓµℓλ) + ∂µ(ℓβℓλ)− ∂λ(ℓβℓµ)

]
×
[
∂α(ℓνℓσ) + ∂ν(ℓαℓσ)− ∂σ(ℓαℓν)

]
= ℓλ

[
ηβσ∂β(ℓµℓλ) + ∂µ(ℓ

σℓλ)− ∂λ(ℓ
σℓµ)

]
ℓα
[
∂α(ℓνℓσ) + ∂ν(ℓαℓσ)− ∂σ(ℓαℓν)

]
= −ℓλ∂λ(ℓ

σℓµ)ℓ
α∂α(ℓνℓσ) = −(ℓλ∂λℓ

σ)(ℓα∂αℓσ)ℓµℓν

となり，前半部分と同じである．
独自計算：(11)のままで計算する．
式 (11)の前半 ℓβℓληασΓσ,βµΓλ,αν は上の計算 (7.15c)の前半と同じである．
よって後半を確認する．

ℓαℓσηβλΓσ,βµΓλ,αν = ℓαℓσηβλ
[
∂β(ℓµℓσ) + ∂µ(ℓβℓσ)− ∂σ(ℓβℓµ)

]
×
[
∂α(ℓνℓλ) + ∂ν(ℓαℓλ)− ∂λ(ℓαℓν)

]
= −ηβλℓσ∂σ(ℓβℓµ)ℓ

α∂α(ℓνℓλ)

= −ηβλℓσ
[
(∂σℓβ)ℓµ + (∂σℓµ)ℓβ

]
ℓα
[
(∂αℓν)ℓλ + (∂αℓλ)ℓν

]
= −ℓσ

[
(∂σℓ

λ)ℓµ + (∂σℓµ)ℓ
λ
]
ℓα
[
(∂αℓν)ℓλ + (∂αℓλ)ℓν

]
= −ℓσ(∂σℓ

λ)ℓµℓ
α(∂αℓν)ℓλ − ℓσ(∂σℓµ)ℓ

λℓα(∂αℓν)ℓλ

−ℓσ(∂σℓ
λ)ℓµℓ

α(∂αℓλ)ℓν − ℓσ(∂σℓµ)ℓ
λℓα(∂αℓλ)ℓν

= −ℓσ ℓλ(∂σℓ
λ)︸ ︷︷ ︸

0

ℓµℓ
α(∂αℓν)− ℓσ(∂σℓµ) ℓ

λℓλ︸︷︷︸
0

ℓα(∂αℓν)

−(ℓσ∂σℓ
λ)(ℓα∂αℓλ)ℓµℓν − ℓσ(∂σℓµ)ℓ

α ℓλ(∂αℓλ)︸ ︷︷ ︸
0

ℓν

= −(ℓσ∂σℓ
λ)(ℓα∂αℓλ)ℓµℓν

が得られ，前の結果と同じになる．
□

　
（本文に戻る）(7.15c)の計算結果により

vα ≡ ℓβ∇βℓ
α = ℓβ∂βℓ

α

−mℓµℓν(v
αvα) = 0,

(7.16)
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確認：
まず，(7.16)の上の定義式および関係式を確認しておく．

vα = ℓβ∇βℓ
α = ℓβ (∂βℓ

α + Γα
σβℓ

σ)

ここで，(7.10)を使って以下の式がゼロであることを示す：

ℓβΓα
σβℓ

σ = ℓβ[−mℓσ∂σ(ℓ
αℓβ)] = −mℓσ ℓβ∂σ(ℓ

αℓβ)︸ ︷︷ ︸
0

= 0

よって，ℓβ∇βℓ
α = ℓβ∂βℓ

αである．
　さて (7.15c)の展開式の結果は何度も記したが

(ℓσ∂σℓ
λ)(ℓα∂αℓλ)ℓµℓν

でるが，これに上の定義を適用するならば

(ℓσ∂σℓ
λ)(ℓα∂αℓλ)ℓµℓν = ℓµℓν(v

λvλ)

となる．ここで vλ = gλαv
αを仮定した．実際

vλ = (ηλα − 2mℓλℓα)ℓ
β∂βℓ

α = ηλαℓ
β∂βℓ

α − 2mℓλℓαℓ
β∂βℓ

α

= ηλαℓ
β∂βℓ

α − 2mℓλℓ
β ℓα∂βℓ

α︸ ︷︷ ︸
0

= ηλαℓ
β∂βℓ

α = ℓβ∂βℓλ

以上で，(7.16)の第 2番目の式が示せた．
□

　
（本文に戻る）　このように vαはヌルベクトルである．さらに，これは
ヌルベクトル ℓαと直交する：

vνℓν = (ℓα∂αℓ
ν)ℓν = ℓα ℓν∂αℓ

ν︸ ︷︷ ︸
0

= 0. (7.17)

この結果から vαと ℓαは比例することを示せる．これらがヌルベクトル
であることから任意の点で vαと ℓαは

ℓα = (|l|, l), vα = (|v|,v), (7.18)

とかくことができる（lと vは 3次元ユークリッド空間での通常の 3次元
ベクトルである）．
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確認：
l = (ℓ1, ℓ2, ℓ3)とすると（ただし，ℓi = ℓiとする）

ℓα = (|l|, l) = (
√
ℓ21 + ℓ22 + ℓ23, ℓ1, ℓ2, ℓ3)

ℓαℓα =
√

ℓ21 + ℓ22 + ℓ23

2

− (ℓ21 + ℓ22 + ℓ23) = 0

□
　
　これらが直交することより

ℓνvν = |l||v| − l · v = |l||v|(1− cos θ) = 0, cos θ =
l · v
|l||v|

. (7.19)

cos θ = 1より，vは任意の点 xで lに平行である．よって

vν = ℓα∂αℓ
ν = −A(xµ)ℓν , (7.20)

とする．ここでA(xµ)はスカラー場である．
　m2に関する方程式については後回しにする．それは恒等的にみたされ
ることができることを示せる．
　mの 1次の方程式 (7.15a)について考える．この式は

ηαρ∂α

[
∂µ(ℓνℓρ) + ∂ν(ℓρℓµ)− ∂ρ(ℓµℓν)

]
= 0, (7.21)

伊藤注：ただし，(7.15a)の添字の入れ替えを行っているので原著に合わ
せ書き直した．具体的な計算をもう少し続ける．

∂α∂µ(ℓνℓ
α) + ∂α∂ν(ℓ

αℓµ)− ηαρ∂α∂ρ(ℓµℓν)

= ∂α

(
ℓα∂µℓν + ℓν∂µℓ

α
)
+ ∂α

(
ℓα∂νℓµ + ℓµ∂νℓ

α
)
−□(ℓµℓν) = 0, (15)

ここで□ = ηαρ∂α∂ρである．
　（本文に戻る）　スカラーLを以下のように定義する（途中，(7.13)を
使う）

∇αℓ
α = (∂αℓ

α + Γα
ατℓ

τ ) = ∂αℓ
α = −L, (7.22)

これらAと Lを使うことにより (7.21)より

−□(ℓµℓν) = ∂ν [(L+ A)ℓµ] + ∂µ[(L+ A)ℓν ], (7.23)
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を得る．
導出：
ちょっと厄介な導出である．
直ぐ上の式 (15)のαによる偏微分演算を実行する．ただし，−□(ℓµℓν)の
項は外しておく．

(∂αℓ
α)(∂µℓν)︸ ︷︷ ︸
1

+ ℓα(∂α∂µℓν)︸ ︷︷ ︸
2

+(∂αℓν)(∂µℓ
α)︸ ︷︷ ︸

3

+ ℓν(∂α∂µℓ
α)︸ ︷︷ ︸

4

+(∂αℓ
α)(∂νℓµ)︸ ︷︷ ︸
5

+ ℓα(∂α∂νℓµ)︸ ︷︷ ︸
6

+(∂αℓµ)(∂νℓ
α)︸ ︷︷ ︸

7

+ ℓµ(∂α∂νℓ
α)︸ ︷︷ ︸

8

(16)

これら 8個の項を適宜組み合わせる．

ℓα(∂α∂νℓµ)︸ ︷︷ ︸
6

+(∂αℓµ)(∂νℓ
α)︸ ︷︷ ︸

7

= ∂ν(ℓ
α∂αℓµ) = ∂νvµ = −∂ν(Aℓµ) (17)

ℓα(∂α∂µℓν)︸ ︷︷ ︸
2

+(∂αℓν)(∂µℓ
α)︸ ︷︷ ︸

3

= ∂µ(ℓ
α∂αℓν) = ∂µvν = −∂µ(Aℓν) (18)

残りすべてをまとめると

(∂αℓ
α)(∂µℓν)︸ ︷︷ ︸
1

+(∂αℓ
α)(∂νℓµ)︸ ︷︷ ︸
5

+ ℓν(∂α∂µℓ
α)︸ ︷︷ ︸

4

+ ℓµ(∂α∂νℓ
α)︸ ︷︷ ︸

8

= −L∂µℓν − L∂νℓµ + ℓν(∂µ∂αℓ
α) + ℓµ(∂ν∂αℓ

α)

= −L∂µℓν − L∂νℓµ − ℓν(∂µL)− ℓµ(∂νL) = −∂ν(Lℓµ)− ∂µ(Lℓν) (19)

(17), (18), (19)を (15)に戻すことで，(7.23)を得る．
□

　
（本文に戻る）　これまでのところ計量の何らかの対称性などは仮定し
ていない．セクション 7.4では計量が定常であること，つまり x0に依存
しない場合を扱う．mの 1次の式 (7.15a)がかなり単純化され，(7.23)を
得た．

3 次数がm2の方程式
このセクションでは (7.23)を満たす ℓµならば，次数が m2 の方程式

(7.15b)をも満たすことを示す．面倒だが初歩的な計算である．つまり
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(7.15b)の項を全て書き表す．単純化のため，(7.5)，(7.9)，(7.16)，(7.20)

を使う．その結果は以下のようになる：
ℓµℓν

[
2∂α(ℓ

αA)− A2 + (∂βℓ
α)(∂αℓ

β)− (∂βℓ
α)(ηβτ∂τℓα)

]
= 0. (7.24)

　
　
導出：(7.24)の単純化された結果と元の式 (7.15b)との間のギャップによ
り，この計算は雲をつかむような計算のように思え，手の付け所に見当が
つかない．しかしながら内山著の同じ部分にヒントらしきものがあった
ので，それをよりどころとして計算を進める．多少ばかげているが，こ
の面倒な計算すべてを記す．

2m∂α(ℓ
αℓρΓρ,µν)− ηαρηβσΓρ,βµΓσ,αν = 0, (7.15b)

.最初に注意すべきことは Γ∗,∗∗の定義式の 1/2である．

Γρ,µν =
1

2

(
∂νgµρ + ∂µgνρ − ∂ρgµν

)
計量が gµν = ηµν − 2mℓµℓν であるので符号や係数 2に注意しなければな
らない．Γ∗,∗∗内の gµνには偏微分演算子がかかっているから，ηµνは消え
る．(7.15b)左辺第 1項でこれらを考慮すると，係数は 2で符号はマイナ
スとなる．また第 2項はΓ∗,∗∗内の 1/2と 2mの 2がキャンセルするので全
体としての係数は 1のままであり，符号も Γ∗,∗∗の積により変化しないの
で，(7.15b)の全体としての形は第 1項が−2で第 2項が−1である，よっ
て，−1で割って全体として+で計算する．以下の計算では第 1項を 2で
割って 1として計算するので，最終段階では第 2項の結果を 2で割って加
える．
(7.15b)の先頭の式を分解する．上で色々と述べたことを実際に記す：

2m∂α(ℓ
αℓβΓβ,µν) = 2m∂α

[
ℓαℓβ

(−2m)

2

{
∂µ(ℓνℓβ) + ∂ν(ℓµℓβ)− ∂β(ℓµℓν)

}]
−2m2で割って

→ ∂α

[
ℓαℓβ

{
∂µ(ℓνℓβ) + ∂ν(ℓµℓβ)− ∂β(ℓµℓν)

}]
(20)

として以下計算を続ける．(20)の括弧 { }内先頭の 2項はこれまでにも何
度も現れたように ℓβとの関係からゼロとなる．例えば：

∂α

[
ℓαℓβ∂µ(ℓνℓβ)

]
= ℓα ℓβ(∂µℓβ)︸ ︷︷ ︸

0

ℓν + ℓα ℓβℓβ︸︷︷︸
0

(∂νℓβ) = 0
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よって (7.15b)の先頭の式である (20)は

−∂α

[
ℓαℓβ∂β(ℓµℓν)

]
= − ∂α

(
ℓαℓβ

)
∂β(ℓµℓν)︸ ︷︷ ︸

(I)

− ℓαℓβ∂α∂β(ℓµℓν)︸ ︷︷ ︸
(II)

(I)の計算：
ここでは ℓα∂αℓµ = vµ = −Aℓµや ∂αℓ

α = −L等を多用する．

∂α
(
ℓαℓβ

)
∂β (ℓµℓν) = [(∂αℓ

α)︸ ︷︷ ︸
−L

ℓβ + ℓα
(
∂αℓ

β
)
] [(∂βℓµ) ℓν + ℓµ (∂βℓν)]

= −L ℓβ (∂βℓµ)︸ ︷︷ ︸
vµ

ℓν + ℓα
(
∂αℓ

β
)︸ ︷︷ ︸

vβ

(∂βℓµ) ℓν −Lℓβℓµ (∂βℓν)+ ℓα
(
∂αℓ

β
)︸ ︷︷ ︸

vβ

ℓµ (∂βℓν)

= −L(−Aℓµ)ℓν + (−Aℓβ) (∂βℓµ) ℓν − Lℓµ ℓ
β (∂βℓν)︸ ︷︷ ︸

vν

+(−Aℓβ)ℓµ (∂βℓν)

= LAℓµℓν − Aℓβ (∂βℓµ)︸ ︷︷ ︸
vµ

ℓν − Lℓµ(−Aℓν)− Aℓµ ℓ
β (∂βℓν)︸ ︷︷ ︸

vν

= LAℓµℓν + A2ℓµℓν + LAℓµℓν + A2ℓµℓν

= 2LAℓµℓν + 2A2ℓµℓν (21)

(II)の計算：

ℓαℓβ∂α∂β(ℓµℓν) = ℓαℓβ∂α[(∂βℓµ)ℓν + ℓµ(∂βℓν)]

= ℓαℓβ[(∂βℓµ)(∂αℓν) + (∂αℓµ)(∂βℓν)︸ ︷︷ ︸
II−1

+ ℓν(∂α∂βℓµ) + ℓµ(∂α∂βℓν)︸ ︷︷ ︸
II−2

]

(II-1)の計算：

ℓαℓβ(∂βℓµ)(∂αℓν) + ℓαℓβ(∂αℓµ)(∂βℓν)

= ℓβ(∂βℓµ)︸ ︷︷ ︸
vµ

ℓα(∂αℓν)︸ ︷︷ ︸
vν

+ ℓα(∂αℓµ)︸ ︷︷ ︸
vµ

ℓβ(∂βℓν)︸ ︷︷ ︸
vν

= 2A2ℓµℓν (22)

(II-2)の計算：

ℓαℓβℓν(∂α∂βℓµ) = ℓαℓν [∂α(ℓ
β∂βℓµ)︸ ︷︷ ︸

vµ

−(∂αℓ
β)(∂βℓµ)]
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= ℓν [ℓ
α∂α(ℓ

β∂βℓµ)︸ ︷︷ ︸
vµ

− ℓα(∂αℓ
β)︸ ︷︷ ︸

vβ

(∂βℓµ)] = ℓν [ℓ
α∂α(−Aℓµ)− (−Aℓβ)(∂βℓµ)]

= ℓν [−ℓα(∂αA)ℓµ − A (ℓα∂αℓµ)︸ ︷︷ ︸
vµ

+A (ℓβ∂βℓµ)︸ ︷︷ ︸
vµ

] = −ℓα(∂αA)ℓµℓν

同様に
ℓαℓβℓµ(∂α∂βℓν) = −− ℓα(∂αA)ℓµℓν

となるので

ℓαℓβ
[
ℓν(∂α∂βℓµ) + ℓµ(∂α∂βℓν)

]
= −2ℓα(∂αA)ℓµℓν (23)

よって，(7.15b)の先頭の (1/2)はマイナス符号に注意し，(21)，(22)，(23)
より

−∂α

[
ℓαℓβ∂β(ℓµℓν)

]
=
[
−2LA− 4A2 + 2ℓα(∂αA)

]
ℓµℓν (24)

を得る．
　
(7.15b)の後半部分の計算
一番面倒な部分である．

ηαρηβσΓρ,βµΓσ,αν　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

→ ηαρηβσ
[
∂β(ℓµℓρ) + ∂µ(ℓβℓρ)− ∂ρ(ℓµℓβ)

]
[∂ν(ℓαℓσ)︸ ︷︷ ︸

(III−1)

+ ∂α(ℓσℓν)︸ ︷︷ ︸
(III−2)

− ∂σ(ℓαℓν)︸ ︷︷ ︸
(III−3)

]

(III-1)の計算

ηαρηβσ
[
∂β(ℓµℓρ) + ∂µ(ℓβℓρ)− ∂ρ(ℓµℓβ)

]
∂ν(ℓαℓσ)

= ηαρηβσ
[
∂β(ℓµℓρ) + ∂µ(ℓβℓρ)− ∂ρ(ℓµℓβ)

]
[(∂νℓα)ℓσ︸ ︷︷ ︸
(III−1−1)

+ ℓα(∂νℓσ)︸ ︷︷ ︸
(III−1−2)

]

(III-1-1)の計算
　まず，前の括弧 [　]内の積も偏微分演算を施して分割しておく．ηαρηβσ

は外しておく：[
(∂βℓµ)ℓρ + ℓµ(∂βℓρ) + (∂µℓβ)ℓρ + ℓβ(∂µℓρ)− (∂ρℓµ)ℓβ − ℓµ(∂ρℓβ)

]
(∂νℓα)ℓσ
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= (∂βℓµ)ℓρ(∂νℓα)ℓσ+ℓµ(∂βℓρ)(∂νℓα)ℓσ+(∂µℓβ)ℓρ(∂νℓα)ℓσ+ℓβ(∂µℓρ)(∂νℓα)ℓσ

−(∂ρℓµ)ℓβ(∂νℓα)ℓσ − ℓµ(∂ρℓβ)(∂νℓα)ℓσ

これに ηαρηβσを掛けて添字の上げ下げを行う：

(∂βℓµ) ℓ
α(∂νℓα)︸ ︷︷ ︸

0

ℓβ+ℓµ(∂βℓρ)(∂νℓα)ℓ
βηαρ+(∂µℓβ) ℓ

α(∂νℓα)︸ ︷︷ ︸
0

ℓβ+ℓβℓ
β︸︷︷︸

0

(∂µℓρ)(∂νℓα)η
αρ

−(∂ρℓµ) ℓβℓ
β︸︷︷︸

0

(∂νℓα)η
αρ − ℓµ ℓ

β(∂ρℓβ)︸ ︷︷ ︸
0

(∂νℓα)η
αρ

= ℓµ ℓ
β(∂βℓρ)︸ ︷︷ ︸

vρ

(∂νℓα)η
αρ = ℓµvρη

αρ(∂νℓα) = ℓµv
α(∂νℓα) = ℓµ(−Aℓα)(∂νℓα)

= −Aℓµ ℓ
α∂νℓα︸ ︷︷ ︸

0

= 0

よって

ηαρηβσ
[
∂β(ℓµℓρ) + ∂µ(ℓβℓρ)− ∂ρ(ℓµℓβ)

]
(∂νℓα)ℓσ = 0 (25)

　
(III-1-2)の計算
ηαρηβσは外しておく：[
(∂βℓµ)ℓρ + ℓµ(∂βℓρ) + (∂µℓβ)ℓρ + ℓβ(∂µℓρ)− (∂ρℓµ)ℓβ − ℓµ(∂ρℓβ)

]
ℓα(∂νℓσ)

= (∂βℓµ)ℓρℓα(∂νℓσ)+ℓµ(∂βℓρ)ℓα(∂νℓσ)+(∂µℓβ)ℓρℓα(∂νℓσ)+ℓβ(∂µℓρ)ℓα(∂νℓσ)

−(∂ρℓµ)ℓβℓα(∂νℓσ)− ℓµ(∂ρℓβ)ℓα(∂νℓσ)

これに ηαρηβσを掛けて添字の上げ下げを行う：

(∂βℓµ) ℓ
αℓα︸︷︷︸
0

(∂νℓσ)η
βσ + ℓµ (∂βℓρ)ℓ

ρ︸ ︷︷ ︸
0

(∂νℓσ)η
βσ + (∂µℓβ) ℓ

αℓα︸︷︷︸
0

(∂νℓσ)η
βσ

+ℓβ (∂µℓρ)ℓ
ρ︸ ︷︷ ︸

0

(∂νℓσ)− (∂ρℓµ)ℓα ℓ
σ(∂νℓσ)︸ ︷︷ ︸

0

ηαρ − ℓµ(∂ρℓβ)ℓ
ρ(∂νℓσ)η

βσ

= −ℓµ ℓ
ρ(∂ρℓβ)︸ ︷︷ ︸

vβ

(∂νℓσ)η
βσ = −ℓµvβη

βσ(∂νℓσ) = −ℓµv
σ(∂νℓσ)

= −ℓµ(−Aℓσ)(∂νℓσ)︸ ︷︷ ︸
0

= 0
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よって

ηαρηβσ
[
∂β(ℓµℓρ) + ∂µ(ℓβℓρ)− ∂ρ(ℓµℓβ)

]
ℓα(∂νℓσ) = 0 (26)

(III-2)の計算

ηαρηβσ
[
∂β(ℓµℓρ) + ∂µ(ℓβℓρ)− ∂ρ(ℓµℓβ)

]
∂α(ℓσℓν)

= ηαρηβσ
[
∂β(ℓµℓρ) + ∂µ(ℓβℓρ)− ∂ρ(ℓµℓβ)

]
[(∂αℓσ)ℓν︸ ︷︷ ︸
(III−2−1)

+ ℓσ(∂αℓν)︸ ︷︷ ︸
(III−2−2)

]

(III-2-1)の計算
　 ηαρηβσは外しておく：[
(∂βℓµ)ℓρ + ℓµ(∂βℓρ) + (∂µℓβ)ℓρ + ℓβ(∂µℓρ)− (∂ρℓµ)ℓβ − ℓµ(∂ρℓβ)

]
(∂αℓσ)ℓν

= (∂βℓµ)ℓρ(∂αℓσ)ℓν+ℓµ(∂βℓρ)(∂αℓσ)ℓν+(∂µℓβ)ℓρ(∂αℓσ)ℓν+ℓβ(∂µℓρ)(∂αℓσ)ℓν

−(∂ρℓµ)ℓβ(∂αℓσ)ℓν − ℓµ(∂ρℓβ)(∂αℓσ)ℓν

これに ηαρηβσを掛けて添字の上げ下げを行う：

ηβσ(∂βℓµ) ℓ
α(∂αℓσ)︸ ︷︷ ︸

vσ

ℓν + ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂αℓσ)ℓµℓν + ηβσ(∂µℓβ) ℓ
α(∂αℓσ)︸ ︷︷ ︸

vσ

ℓν

+ηαρ(∂µℓρ) ℓ
σ(∂αℓσ)︸ ︷︷ ︸

0

ℓν − ηαρ(∂ρℓµ) ℓ
σ(∂αℓσ)︸ ︷︷ ︸

0

ℓν − ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂αℓσ)ℓµℓν

= ηβσ(∂βℓµ)vσℓν + ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂αℓσ)ℓµℓν + ηβσ(∂µℓβ)vσℓν

−ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂αℓσ)ℓµℓν

= (∂βℓµ)(−Aℓσ)η
βσℓν + ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂αℓσ)ℓµℓν + (∂µℓβ)(−Aℓσ)η

βσℓν

−ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂αℓσ)ℓµℓν

= −Aℓβ(∂βℓµ)ℓν + ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂αℓσ)ℓµℓν − Aℓβ(∂µℓβ)︸ ︷︷ ︸
0

ℓν

−ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂αℓσ)ℓµℓν

= A2ℓµℓν + ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂αℓσ)ℓµℓν − ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂αℓσ)ℓµℓν (27)
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(III-2-2)の計算
　 ηαρηβσは外しておく：[
(∂βℓµ)ℓρ + ℓµ(∂βℓρ) + (∂µℓβ)ℓρ + ℓβ(∂µℓρ)− (∂ρℓµ)ℓβ − ℓµ(∂ρℓβ)

]
ℓσ(∂αℓν)

= (∂βℓµ)ℓρℓσ(∂αℓν) + ℓµ(∂βℓρ)ℓσ(∂αℓν) + (∂µℓβ)ℓρℓσ(∂αℓν)

+ℓβ(∂µℓρ)ℓσ(∂αℓν)− (∂ρℓµ)ℓβℓσ(∂αℓν)− ℓµ(∂ρℓβ)ℓσ(∂αℓν)

これに ηαρηβσを掛けて添字の上げ下げを行う：

ℓβ(∂βℓµ)︸ ︷︷ ︸
vµ

ℓα(∂αℓν)︸ ︷︷ ︸
vν

+ ℓβ(∂βℓρ)︸ ︷︷ ︸
vρ

(∂αℓν)ℓµη
αρ + ℓβ(∂µℓβ)︸ ︷︷ ︸

0

ℓα(∂αℓν)

+ ℓσℓσ︸︷︷︸
0

(∂µℓρ)(∂αℓν)η
αρ − (∂ρℓµ) ℓβℓ

β︸︷︷︸
0

(∂αℓν)− ℓµ ℓ
β(∂ρℓβ)︸ ︷︷ ︸

0

(∂αℓν)η
αρ

= A2ℓµℓν + (−Aℓρ)(∂αℓν)ℓµη
αρ = A2ℓµℓν − Aℓα(∂αℓν)ℓµ

= 2A2ℓµℓν . (28)

　
　
(III-3)の計算

ηαρηβσ
[
∂β(ℓµℓρ) + ∂µ(ℓβℓρ)− ∂ρ(ℓµℓβ)

]
[−∂σ(ℓαℓν)]

= −ηαρηβσ
[
∂β(ℓµℓρ) + ∂µ(ℓβℓρ)− ∂ρ(ℓµℓβ)

]
[(∂σℓα)ℓν︸ ︷︷ ︸
(III−3−1)

+ ℓα(∂σℓν)︸ ︷︷ ︸
(III−3−2)

]

(III-3-1)の計算
−ηαρηβσは外しておく：　最後このマイナスに注意！[
(∂βℓµ)ℓρ + ℓµ(∂βℓρ) + (∂µℓβ)ℓρ + ℓβ(∂µℓρ)− (∂ρℓµ)ℓβ − ℓµ(∂ρℓβ)

]
(∂σℓα)ℓν

= (∂βℓµ)ℓρ(∂σℓα)ℓν+ℓµ(∂βℓρ)(∂σℓα)ℓν+(∂µℓβ)ℓρ(∂σℓα)ℓν+ℓβ(∂µℓρ)(∂σℓα)ℓν

−(∂ρℓµ)ℓβ(∂σℓα)ℓν − ℓµ(∂ρℓβ)(∂σℓα)ℓν

これに ηαρηβσを掛けて添字の上げ下げを行う：

= (∂βℓµ) ℓ
α(∂σℓα)︸ ︷︷ ︸

0

ℓνη
βσ + ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂σℓα)ℓµℓν + (∂µℓβ) ℓ

α(∂σℓα)︸ ︷︷ ︸
0

ℓνη
βσ
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+ηαρ(∂µℓρ) ℓ
σ(∂σℓα)︸ ︷︷ ︸

vα

ℓν − (∂ρℓµ) ℓ
σ(∂σℓα)︸ ︷︷ ︸

vα

ℓνη
αρ − ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂σℓα)ℓµℓν

= ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂σℓα)ℓµℓν + ηαρ(∂µℓρ)(−Aℓα)ℓν − (∂ρℓµ)(−Aℓα)ℓνη
αρ

−ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂σℓα)ℓµℓν

= ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂σℓα)ℓµℓν−Aℓρ(∂µℓρ)︸ ︷︷ ︸
0

ℓν+Aℓρ(∂ρℓµ)ℓν−ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂σℓα)ℓµℓν

= −A2ℓµℓν + ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂σℓα)ℓµℓν − ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂σℓα)ℓµℓν . (29)

　
(III-3-2)の計算
−ηαρηβσは外しておく：　最後このマイナスに注意！[
(∂βℓµ)ℓρ + ℓµ(∂βℓρ) + (∂µℓβ)ℓρ + ℓβ(∂µℓρ)− (∂ρℓµ)ℓβ − ℓµ(∂ρℓβ)

]
ℓα(∂σℓν)

= (∂βℓµ)ℓρℓα(∂σℓν)+ℓµ(∂βℓρ)ℓα(∂σℓν)+(∂µℓβ)ℓρℓα(∂σℓν)+ℓβ(∂µℓρ)ℓα(∂σℓν)

−(∂ρℓµ)ℓβℓα(∂σℓν)− ℓµ(∂ρℓβ)ℓα(∂σℓν)

これに ηαρηβσを掛けて添字の上げ下げを行う：

ηβσ(∂βℓµ) ℓ
αℓα︸︷︷︸
0

(∂σℓν) + ηβσℓµ (∂βℓρ)ℓ
ρ︸ ︷︷ ︸

0

(∂σℓν) + ηβσ(∂µℓβ) ℓ
αℓα︸︷︷︸
0

(∂σℓν)

+ℓσ (∂µℓρ)ℓ
ρ︸ ︷︷ ︸

0

(∂σℓν)− (∂ρℓµ)ℓ
σℓρ(∂σℓν)− ℓµ(∂ρℓβ)ℓ

ρ(∂σℓν)η
βσ

= − ℓρ(∂ρℓµ)︸ ︷︷ ︸
vµ

ℓσ(∂σℓν)︸ ︷︷ ︸
vν

− ℓρ(∂ρℓβ)︸ ︷︷ ︸
vβ

(∂σℓν)η
βσℓµ

= −A2ℓµℓν .− (−Aℓβ)η
βσ(∂σℓν)ℓµ = −A2ℓµℓν + Aℓσ(∂σℓν)ℓµ

= −2A2ℓµℓν (30)

　
以上，まずは (7.15b)の後半部分をまとめる．
(III-1)の結果は (25)と (26)で　　　　　　 0　
(III-2)の結果は (27)と (28)で各々

A2ℓµℓν + ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂αℓσ)ℓµℓν − ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂αℓσ)ℓµℓν

2A2ℓµℓν .
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(III-3)の結果は (29)と (30)で各々，(−1×)を行い　　　　　　　　　　

A2ℓµℓν − ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂σℓα)ℓµℓν + ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂σℓα)ℓµℓν .

2A2ℓµℓν

(27)と (29)の ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂αℓσ)と ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂σℓα)はそれぞれ

ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂αℓσ) = (∂βℓ
α)(∂αℓ

β)

ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂σℓα) = (∂ρℓ
σ)(∂σℓ

ρ) = (∂βℓ
α)(∂αℓ

β)

ここで，最後の等号では ρ → β, σ → αの入れ替えを行った．よって，
これら二つは同じものである．
　次に同様のマイナスの項は (29)では

ηαρηβσ(∂βℓρ)(∂σℓα) = ηβσ(∂βℓ
α)(∂σℓα)

一方，(27)では

ηαρηβσ(∂ρℓβ)(∂αℓσ) = ηαρ(∂ρℓ
σ)(∂αℓσ) = ησρ(∂ρℓ

α)(∂σℓα) = ησβ(∂βℓ
α)(∂σℓα)

ここで 2番目の等号では σ → α, α → σの入れ替えを行い，3番目の等
号では ρ → βの入れ替えを行った．その結果前のものと同じになること
が分かる．
　よって (III)の結果はすなわち (7.15b)の後半の結果は[

6A2 + 2(∂βℓ
α)(∂αℓ

β)− 2ησβ(∂βℓ
α)(∂σℓα)

]
ℓµℓν .

更に，(7.15b)の先頭の 2を 1としたことにより，(7.15b)後半の結果は
(1/2)×としなければならない．よって，(III)の結果は[

3A2 + (∂βℓ
α)(∂αℓ

β)− ησβ(∂βℓ
α)(∂σℓα)

]
ℓµℓν . (31)

となるので，最終的に前半の結果 (24)と加えると，(7.24)が得られる．た
だし，(24)で

−2LA+ 2ℓα(∂αA) = 2∂αℓ
α)A+ 2ℓα(∂αA) = 2∂α(ℓ

αA)

とする．
□
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（本文に戻る）　 (7.24)はスカラー方程式

2∂α(ℓ
αA)− A2 + (∂βℓ

α)(∂αℓ
β)− (∂βℓ

α)(ηβτ∂τℓα) = 0. (7.25)

を意味している．
　そこでまず，(7.20)と (7.22)を使って第 3項を簡単にする．

(∂βℓ
α)(∂αℓ

β) = ∂α

[
(∂βℓ

α)ℓβ
]
− (∂α∂βℓ

α)ℓβ = ∂α(−Aℓα) + (∂βL)ℓ
β

= ∂α[(L− A)ℓα] + L2. (7.26)

導出：
∂α(−Aℓα)+(∂βL)ℓ

β = ∂α(−Aℓα)+∂α(Lℓ
α)−L∂αℓ

α = ∂α([L−A]ℓα)+L2

□
（本文に戻る） 　同様に，4番目の項は (7.9)を使って
(∂βℓ

α)(ηβτ∂τℓα) = ∂β(ℓ
αηβτ∂τℓα)− ℓα∂β(η

βτ∂τℓα) = −ℓα∂β(η
βτ∂τℓα),

(7.27)

mの一次のオーダーの方程式をもっと簡単にする事ができる：(7.23)を
展開する．

−ℓµ∂β(η
βτ∂τℓν)− ℓν∂β(η

βτ∂τℓµ) + 2(ηβα∂αℓµ)(∂βℓν)

= [∂µ(L+ A)]ℓν + [∂ν(L+ A)]ℓµ + (L+ A)(∂νℓµ + ∂µℓν). (7.28)

導出：
　 (7.23)の左辺

−□(ℓµℓν) = −ηαβ∂α∂β(ℓµℓν) = −ηαβ∂α

[
(∂βℓµ)ℓν + ℓµ(∂βℓν)

]
= −ηαβ

[
(∂βℓµ)(∂αℓν) + ℓν(∂α∂βℓµ) + (∂αℓµ)(∂βℓν) + ℓµ(∂α∂βℓν)

]
ここで括弧 [　]内の 2番目と 4番目は

−ℓν(∂αη
αβ∂βℓµ)− ℓµ(∂αη

αβ∂βℓν) = −ℓν(∂βη
βτ∂τℓµ)− ℓµ(∂βη

βτ∂τℓν)

最後で，α → β, β → τ の添字の表記替えを行った．これで，(7.28)左
辺の第１項と第 2項が得られた．
　更に，括弧 [ 　]内第１項と第 3項は

−ηαβ
[
(∂βℓµ)(∂αℓν) + (∂αℓµ)(∂βℓν)

]
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= −
[
ηαβ(∂βℓµ)(∂αℓν) + ηαβ(∂αℓµ)(∂βℓν)

]
= −

[
ηβα(∂αℓµ)(∂βℓν) + ηαβ(∂αℓµ)(∂βℓν)

]
= −2(ηβα∂αℓµ)(∂βℓν)

2番目の等号の後括弧 [ 　]内第１項で α → β, β → αの添字の表記替え
を行った．こうして，(7.28)左辺の第 3項が得られた．
　 (7.28)右辺は明らか．

□
（本文に戻る） (7.28)に ℓµを掛けて縮約すると

−ℓνℓ
µ∂β(η

βτ∂τℓµ) = [∂µ(L+ A)]ℓµℓν + (L+ A) ℓµ(∂µℓν)︸ ︷︷ ︸
(−Aℓν)

= [∂µ(L+ A)]ℓµℓν − (L+ A)Aℓν . (7.29)

ここで共通因子である ℓνを外すと

−ℓµ∂β(η
βτ∂τℓµ) = [∂µ(L+ A)]ℓµ − (L+ A)A

= ∂µ[(L+ A)ℓµ]− (∂µℓ
µ)(L+ A)ℓµ − (L+ A)A

= ∂µ[(L+ A)ℓµ] + L2 − A2 (7.30)

こうして (7.25)の第 4項すなわち (7.27)は (7.30)で µ → αとして

(∂βℓ
α)(ηβτ∂τℓα) = −ℓα∂β(η

βτ∂τℓα) = ∂α[(L+ A)ℓα] + L2 − A2 (7.31)

となる（Adlerでは右辺で αとするところを µのままにしいる）．
　 (7.26)と (7.31)を (7.25)へ代入すると

2∂α(ℓ
αA)− A2 + ∂α[(L− A)ℓα] + L2 − [∂α[(L+ A)ℓα] + L2 − A2].

= −A2 + ∂α[(L+ A)ℓα] + L2 − ∂α[(L+ A)ℓα]− L2 + A2

= 0, (7.32)

となり，mの 1次のオーダーの式 (7.23)が満たされるならば，mの 2次
のオーダーの式 (7.25)は恒等的に成立している．よって，場の方程式の
全内容は (7.23)に含まれている．
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4 定常なケースでの場の方程式
定常な場合，すなわち時間依存がない場合，場の方程式を一つの複素
関数に対する 2つの偏微分方程式へと帰着できる．mの 1次のオーダー
の式 (7.23)に対する代数計算により単純化がなされる．
　以下の式により，3-ベクトル λjを導入する：

ℓµ = ℓ0(1, λ1, λ2, λ3), (7.33)

　 ℓµは平坦な空間のヌルベクトルなので (ℓµℓνη
µν = 0)，λjは平坦な空間

の単位ベクトルである：|λ|2 = 1．λj でmの 1次のオーダーの式 (7.23)

を表すと
∇2(ℓ20) = 0, µ = ν = 0. (7.34a)

∇2(ℓ20λj) = ∂j[(L+ A)ℓ0], µ = 0, ν = j ̸= 0. (7.34b)

∇2(ℓ20λiλj) = ∂j[(L+A)ℓ0λi] + ∂i[(L+A)ℓ0λj], µ = i ̸= 0, ν = j ̸= 0.

(7.34c)

となる．よって，やるべきことは ℓ0と λiを求めることである．
導出
(7.23)の左辺は

□ = ∂0∂0 −∇2

であるので，定常であるという仮定より µ = ν = 0の場合

−□(ℓµℓν) = ∇2(ℓ20)

同じく右辺は時間による偏微分商となるのでゼロである．
　 µ = i ̸= 0, ν = j ̸= 0の場合，(7.23)の左辺は

∇2(ℓ0ℓj) = ∇2(ℓ0ℓ0λj) = ∇2(ℓ20λj)

右辺は時間による偏微分商は消えるので jによる項のみ．
　 µ = i ̸= 0, ν = j ̸= 0.の場合，左辺右辺ともそのまま．
　 □
（本文に戻る）
　 (7.34a)，(7.34b)を使って (7.34c)を展開すると

∂jλi + ∂iλj =
2ℓ0

L+ A
∂kλi∂kλj ≡

1

p
∂kλi∂kλj, (7.35)

24



　このセクションでは繰り返しでる添字については和をとる．(7.35)では
kについて和をとる．
導出
まず，(7.34b)について

∇2(ℓ20λj) = (∇2ℓ20)λj + ℓ20(∇2λj) = ℓ20(∇2λj) = ∂j[(L+ A)ℓ0]

これを使い

ℓ20(∇2λj)λi = ∂j[(L+ A)ℓ0λi]− (L+ A)ℓ0(∂jλi) (32)

(7.34c)の左辺は

∇2(ℓ20λiλj) = (∇2ℓ20)(λiλj) + ℓ20∇2(λiλj) = ℓ20∇2(λiλj) = ℓ20∂k∂k(λiλj)

= ℓ20∂k

[
(∂kλi)λj + λi(∂kλj)

]
= ℓ20

[
(∂k∂kλi)λj + (∂kλi)(∂kλj) + (∂kλj)(∂kλi) + (∂k∂kλj)λi

]
= ℓ20

[
(∂k∂kλi)λj + 2(∂kλi)(∂kλj) + (∂k∂kλj)λi

]
= ℓ20(∇2λi)λj + ℓ20(∇2λj)λi + 2ℓ20(∂kλi)(∂kλj)

ここで，先頭の 2項に (32)を使うと (7.34c)の左辺は

∂i[(L+ A)ℓ0λj]− (L+ A)ℓ0(∂iλj) + ∂j[(L+ A)ℓ0λi]− (L+ A)ℓ0(∂jλi)

+2ℓ20(∂kλi)(∂kλj)

一方右辺は
∂j[(L+ A)ℓ0λi] + ∂i[(L+ A)ℓ0λj]

であるから，左辺の第 1, 3項と右辺が相殺し

−(L+ A)ℓ0(∂iλj)− (L+ A)ℓ0(∂jλi) + 2ℓ20(∂kλi)(∂kλj) = 0

を得る．よって，(7.35)が得られた．
□

（本文に戻る）　このように重力場の方程式が (7.34a),(7.34b)，(7.35)に
よって記述された．
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　一つのパラメータは含まれて３いるが ∂iλjを λkの関数として (7.35)を
解く．(7.35)を 3× 3行列M を使って表すと

M +MT =
1

p
MMT . (7.36)

　 λiの長さは一定なので，|λ|2 = 1であるから
1

2
∂k(λiλi) = λi(∂kλi) = 0, MTλ = 0. (7.37)

　
λi∂iλ0 = −A. (7.38)

ν = k ̸= 0とすると

ℓ0λj∂jλk + λkλj∂jℓ0 = Aλk. (7.39)

これらを組み合わせると

(∂jλk)λj = 0, Mλ = 0, (7.40)

を得る．
導出
(7.39)がどのようにして得られたか不明．(7.40)式は異なる方法で得られ
る．
　 (7.35)の両辺に λjをかけると

λj∂jλi + λj∂iλj︸ ︷︷ ︸
0

=
1

p
∂kλi λj∂kλj︸ ︷︷ ︸

0

= 0,

よって (∂jλk)λj = 0

□
（本文に戻る） λの関数であるM に対する式 (7.36), (7.37), (7.40)を，
行列計算のみで解こうとする．任意に与えられた点で 3× 3の回転行列R

を考え， λを x軸に写像する．つまり

Rλ = λ′, λ′ =

 1

0

0

 . (7.41)

M ′ = RMRT , M ′T = RMTRT . (7.42)
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λ′の具体的な形から

M ′ =

 0 0 0

0 e f

0 h i

 , N ′ =

(
e f

h i

)
, (7.43)

推測
　説明が不十分と思う．内山著などを参考にして推測する．
Rは直交行列であるから

RTR = RRT = I −→ λ = RTλ′

よって
Mλ = MRTλ′ = 0

Rは直交行列であるから，おおざっぱにはRT = R−1で

M ′ = RMRT = RMR−1 = M

と考えても良いが，M ′としておく．このように考えた上で，

M ′

 1

0

0

 = M ′λ′ = R(MRTλ′) = RMλ = 0

同様に

M ′T

 1

0

0

 = M ′Tλ′ = R(MTRTλ′) = RMTλ = 0

ここで (7.37)を使った．
いま，M ′を

M ′ =

 a b c

d e f

g h i

 ,

とする

M ′

 1

0

0

 =

 a b c

d e f

g h i


 1

0

0

 =

 a

d

g

 = 0
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よって，a = d = g = 0．一方

M ′T

 1

0

0

 =

 0 0 0

b e h

c f i


 1

0

0

 =

 0

b

c

 = 0

よって，b = c = 0となり，M ′は (7.43)の形となる．
□

（本文に戻る）　M ′, N ′は (7.36)に従う．

N +N ′T =
1

p
N ′N ′T . (7.44)

この式は実行列 I − (1/p)N ′がユニタリーであることを示している：

U = I − 1

p
N ′, UUT = UTU = I (7.45)

N ′は 2× 2で実であるから，Uは proper回転か improper回転である，す
なわち回転とその逆である．よって

U =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
or

(
cos θ − sin θ

− sin θ − cos θ

)

|U | =

{
1 proper

−1 improper
,

(7.46)

ここでは proper回転のみを扱う．これから N ′とM ′は

N ′ = p

(
1− cos θ sin θ

− sin θ 1− cos θ

)

M ′ = p

 0 0 0

0 1− cos θ sin θ

0 − sin θ 1− cos θ

 .

(7.47)

M = RTM ′Rとすることで元の座標系へ戻すことができる．M ′による簡
単な形は以下の通りである．

Mik = RℓiM
′
ℓjRjk
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= p(1− cos θ)(R2iR2k +R3iR3k) + p sin θ(R2iR3k −R3iR2k). (7.48)

導出
馬鹿げているが実際に行列を表現し計算してみる．先ず，M ′Rから

X =

 0 0 0

0 1− cos θ sin θ

0 − sin θ 1− cos θ


 R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33


Xの 1行はゼロである．また pは表記しない．

X21 = R21(1− cos θ) + R31 sin θ,

X22 = R22(1− cos θ) + R32 sin θ,

X23 = R23(1− cos θ) + R33 sin θ,

X31 = −R21 sin θ +R31(1− cos θ),

X32 = −R22 sin θ +R32(1− cos θ),

X33 = −R23 sin θ +R33(1− cos θ)

次にM = RTXとして

M = RTX =

 R11 R21 R31

R12 R22 R32

R13 R23 R33


 0 0 0

X21 X22 X23

X31 X32 X33


M11 = R21X21 +R31X31 = R21[R21(1− cos θ) + R31 sin θ]

+R31[−R21 sin θ +R31(1− cos θ)]

= (1− cos θ)(R21R21 +R31R31) + sin θ(R21R31 −R31R21)

M12 = R21X22 +R31X32 = R21[R22(1− cos θ) + R32 sin θ]

+R31[−R22 sin θ +R32(1− cos θ)]

= (1− cos θ)(R21R22 +R31R32) + sin θ(R21R32 −R31R22)

この段階で (7.48)が分かる．
□

　
（本文に戻る）　Rは回転で直交行列であり，また右手系のトライアド
ベクトルの考えから

R1iR1k +R2iR2k +R3iR3k = δik,

R2iR3k −R3iR2k = ϵikℓR1ℓ,
(7.49)
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の関係式を得る．（2番目の関係式がトライアドベクトル, triad of vector

の性質らしいが，これに関する情報がない．大げさに言うと日本にはこ
れに関する情報が欠落しているのでは？　この証明らしきものが内山著
にあるので，以下とりあえず，理解無く式だけを並べ記す．）このように，
Mikが θとRの第 1行，R1iにより表現することができた:

Mik = p(1− cos θ)(δik −RiRk) + p sin θϵikℓRℓ, (7.50)

ベクトルRをR1i = Riとして (7.41)の第 1番目の要素を

R · λ = 1, (7.51)

すなわち
R · λ = cosα = 1, α = 0 (7.52)

であるからR = λもしくはRi = λiとなる．これからM を以下のよう
に書くことができた．

Mik = ∂kλi = p(1− cos θ)(δik − λiλk) + p sin θϵikℓλℓ, (7.53)

この式は大変有用である；非線形の関係式 (7.35)を ∂kλiに対する単純な
形で表現するものである．これ以降の進展がこの式に大きくかかってい
る．
導出
　内山著によりこれまでの内容を確認する．
(7.41)よりRλ = λ′，これに左からRTをかけてRTRλ = RTλ′，RTR = I

であるらλ = RTλ′すなわち

λ = RTλ′ =

 R11 R21 R31

R12 R22 R32

R13 R23 R33


 1

0

0

 =

 R11

R12

R13

 = R1i

よって
λi = R1i (33)

さて det(R) = 1であるから ϵijkを使って

1 = ϵijkRaiRbjRck

と表せる．もしくは

ϵijk = ϵabcRaiRbjRck
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= λi(R2jR3k−R3jR2k)+λj(R2kR3i−R3kR2i)+λk(R2iR3j−R3iR2j), (34)

まず，ϵijk = ϵabcRaiRbjRckを確認しておく．
1 = ϵ123 = ϵabcRa1Rb2Rc3 = ϵ123R11R22R33+ϵ132R11R32R23+ϵ312R31R12R23

+ϵ321R31R22R13 ++ϵ231R21R32R13 + ϵ213R21R12R33

= R11R22R33−R11R32R23+R31R12R23−R31R22R13+R21R32R13−R21R12R33

(35)

つぎに
−1 = ϵ132 = ϵabcRa1Rb3Rc2 = ϵ123R11R23R32+ϵ132R11R33R22+ϵ312R31R13R22

+ϵ321R31R23R12 + ϵ231R21R33R12 + ϵ213R21R13R32

= R11R23R32−R11R33R22+R31R13R22−R31R23R12+R21R33R12−R21R13R32

(36)

(35)と (36)とを比較することによりこの関係式が成立することが分かる．
　 ϵijk = ϵabcRaiRbjRckを展開する：

ϵijk = ϵ123R1iR2jR3k + ϵ132R1iR3jR2k + ϵ312R3iR1jR2k

+ϵ321R3iR2jR1k + ϵ231R2iR3jR1k + ϵ213R2iR1jR3k

= R1iR2jR3k−R1iR3jR2k+R3iR1jR2k−R3iR2jR1k+R2iR3jR1k−R2iR1jR3k

ここで (33)の λi = R1iをつかって上の式を書き換える
= λiR2jR3k − λiR3jR2k +R3iλjR2k −R3iR2jλk +R2iR3jλk −R2iλjR3k

= λi(R2jR3k −R3jR2k) + λj(R3iR2k −R2iR3k) + λk(R2iR3j −R3iR2j)

つまり
ϵijk = λi(R2jR3k −R3jR2k) + λj(R3iR2k −R2iR3k) + λk(R2iR3j −R3iR2j)

(37)

ところでRλ = λ′より
R1kλk = λkλk = 1, R2kλk = 0, R3kλk = 0. (38)

Rλ =

 R11 R21 R31

R12 R22 R32

R13 R23 R33


 λ1

λ2

λ3

 =

 R11λ1 +R12λ2 +R13λ3

R21λ1 +R22λ2 +R23λ3

R31λ1 +R32λ2 +R33λ3

 =

 1

0

0


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(34)の両辺に λkをかける（kによる縮約）．

ϵijkλk = λi(R2j R3kλk︸ ︷︷ ︸
0

−R3j R2kλk︸ ︷︷ ︸
0

) + λj(R2kλk︸ ︷︷ ︸
0

R3i −R3kλk︸ ︷︷ ︸
0

R2i)

+λkλk︸︷︷︸
1

(R2iR3j −R3iR2j),

よって，(7.49)の第 2式が示された．内山著でもRが直交変換行列であ
るという条件だけである．Adlerの言う直交行列での the columns form a

right-handed triad of vectors imply (7.49) とはこのことか？なお

[R2i, R3k] = ϵikℓR1ℓ

などと交換子積を使っても表現できる．
□

（本文に戻る）
　 (7.53)の代数的な内容を考察することで，このセクションの冒頭で述
べた，二つの単純な偏微分方程式を導く．そこでまずは (7.53)の pと θを
αと βで書き換える：

∂kλi = α(δik − λiλk) + βϵikℓλℓ, (7.54)

この αと βがメトリックを素晴らしい方法で決定していく．
　 i = kとすることで

∇ · λ = 2α, (7.55)

ϵjkiをかけて iと kで和をとると

∇× λ = −2βλ. (7.56)

導出
(7.55)は簡単である．　

δkk = 3, λkλk = 1, ϵkkℓ = 0

より，(7.55)が得られる．
(7.56)は簡単だが面倒である．

∂kλiϵjki
k で和
= ∂1λiϵj1i + ∂2λiϵj2i + ∂3λiϵj3i

i で和
= ∂1λ2ϵj12 + ∂1λ3ϵj13 + ∂2λ1ϵj21 + ∂2λ3ϵj23 + ∂3λ1ϵj31 + ∂3λ2ϵj32
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= (∂1λ2 − ∂2λ1)ϵj12 + (∂3λ1 − ∂1λ3)ϵj31 + (∂2λ3 − ∂3λ2)ϵj23 (39)

一方，右辺は

δikϵjki
k で和
= δi1ϵj1i + δi2ϵj2i + δi3ϵj3i

i で和
= 0

λiλkϵjki
k で和
= λkλkϵjkk = 0

次に
ϵikℓλℓϵjki = (ϵik1λ1 + ϵik2λ2 + ϵik3λ3)ϵjki

k で和
= ϵi21λ1ϵj2i + ϵi31λ1ϵj3i + ϵi12λ2ϵj1i + ϵi32λ2ϵj3i + ϵi13λ3ϵj1i + ϵi23λ3ϵj2i

i で和
= ϵ321λ1ϵj23 + ϵ231λ1ϵj32 + ϵ312λ2ϵj13 + ϵ132λ2ϵj31 + ϵ213λ3ϵj12 + ϵ123λ3ϵj21

= −λ1ϵj23 + λ1ϵj32 + λ2ϵj13 − λ2ϵj31 − λ3ϵj12 + λ3ϵj21

= −2λ1ϵj23 − 2λ2ϵj31 − 2λ3ϵj12 (40)

(39)と (40)でおなじ jの値となるものを取り出すと例えば

(∂2λ3 − ∂3λ2) = −2λ1

となり，これはベクトル記号で書くと (7.56)である．
□

　
（本文に戻る）　 λのラプラシアンを 2つの方法で作ってみる．第 1の
方法は (7.54)を xkで微分する．

∇2λ = ∇α− λ(∇α · λ)− 2(α2 + β2)λ+∇β × λ. (7.57)

導出
∂kλi = α(δik − λiλk)︸ ︷︷ ︸

(I)

+ βϵikℓλℓ︸ ︷︷ ︸
(II)

(I)と（II)に分けて計算する．
(I)の計算

∂k∂kλi = ∂k[α(δik − λiλk)] = (∂kα)(δik − λiλk) + α[−(∂kλi)λk − λi∂kλk]

= (∂iα)− λi(∂kα)λk − α(∂kλi)λk − α(2α)λi

= ∇α− (∇α · λ)λ− 2α2λ− α[α (δik − λiλk)λk︸ ︷︷ ︸
(I−1)

+β ϵikℓλℓλk︸ ︷︷ ︸
(I−2)

] (41)
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(I-1)の計算

(δik − λiλk)λk = δikλk − λi λkλk︸︷︷︸
1

= λi − λi = 0

(I-2)の計算
ϵikℓλℓλk = [ϵik1λ1 + ϵik2λ2 + ϵik3λ3]λk

k で和
= ϵi21λ1λ2 + ϵi31λ1λ3 + ϵi12λ2λ1 + ϵi32λ2λ3 + ϵi13λ3λ1 + ϵi23λ3λ2

= (ϵi21λ1λ2 − ϵi21λ2λ1) + (ϵi31λ1λ3 − ϵi31λ3λ1) + (ϵi32λ2λ3 − ϵi32λ3λ2) = 0

よって (I)の結果は
∇α− (∇α · λ)λ− 2α2λ (42)

(II)の計算
∂k(βϵikℓλℓ) = (∂kβ)ϵikℓλℓ︸ ︷︷ ︸

(II−1)

+β ϵikℓ∂kλℓ︸ ︷︷ ︸
(II−2)

(II-1)の計算

(∂kβ)ϵikℓλℓ = (∂kβ)[ϵik1λ1 + ϵik2λ2 + ϵik3λ3]

k で和
= (∂2β)ϵi21λ1 + (∂3β)ϵi31λ1 + (∂1β)ϵi12λ2 + (∂3β)ϵi32λ2

+(∂1β)ϵi13λ3 + (∂2β)ϵi23λ3

= ϵi21[(∂2β)λ1−(∂1β)λ2)]+ϵi31[(∂3β)λ1−(∂1β)λ3)]+ϵi32[(∂3β)λ2−(∂2β)λ3]

= (∇β)× λ (43)

(II-2)の計算

ϵikℓ∂kλℓ = ϵik1∂kλ1 + ϵik2∂kλ2 + ϵik3∂kλ3

k で和
= ϵi21∂2λ1 + ϵi31∂3λ1 + ϵi12∂1λ2 + ϵi32∂3λ2 + ϵi13∂1λ3 + ϵi23∂2λ3

= ϵi21(∂2λ1 − ∂1λ2) + ϵi13(∂1λ3 − ∂3λ1) + ϵi32(∂3λ2 − ∂2λ3)

= ∇× λ = −2βλ (44)

よって (II)の結果は (43)と (44)より

(∇β)× λ− 2β2λ (45)
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(42)と (45)より (7.57)が得られる．
□

　
（本文に戻る）　ベクトルの公式と (7.56)より

∇× (∇× λ) = ∇(∇ · λ︸ ︷︷ ︸
2α

)−∇2λ
(7.56)
= −2(∇× βλ). (7.58)

(7.58)を∇2λについて解くと

∇2λ = 2∇α + 2(∇β × λ)− 4β2λ (7.59)

導出
(7.58)より

∇2λ = 2∇α + 2(∇× βλ) = 2∇α + 2(∇β × λ) + 2β(∇× λ︸ ︷︷ ︸
−2βλ

)

= 2∇α + 2(∇β × λ)− 4β2λ

□
　
（本文に戻る） ∇2λに対する (7.57)と (7.59)を等値して

∇α = −∇β × λ− λ(∇α · λ)− 2(α2 − β2)λ, (7.60)

これは，最終的に次の非常に重要な方程式を導く：

∇α · λ = β2 − α2, (7.61a)

∇α = (β2 − α2)λ−∇β × λ, (7.61b)

導出
(7.61a)は (7.60)にλをかけて内積をとる．
(7.61b)は (7.61a)を (7.60)に代入することで得られる．

□
　
（本文に戻る）　 (7.61)と同様の式が βについても得られる．(7.56)から
βλのダイバージェンスはゼロである．よって

∇ · (βλ) = β(∇ · λ) +∇β · λ = 0, (7.62)
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(7.55)から
∇β · λ = −2αβ, (7.63)

となり，(7.61a)に類似する．次に (7.61b)とλとのベクトル積をつくる．
それを∇βについて解くと

∇β = λ(λ · ∇β) + (∇α× λ), (7.64)

を得る．
導出
(7.61b)にλをベクトル積

∇α× λ = (β2 − α2)λ× λ︸ ︷︷ ︸
0

−(∇β × λ)× λ (46)

ここでベクトルの公式

1) a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c

を，上の式 (46)右辺最後の項を以下のように入れ換えて適用する

−(∇β × λ)× = λ× (∇β × λ) = −λ× (λ×∇β)

= −(λ · ∇β)λ+ (λ · λ︸︷︷︸
1

)∇β

これを式 (46)右辺最後の項に戻すと (7.64)が得られる．
□

　
（本文に戻る）　さらに (7.63)を使うと

∇β = −2αβλ+ (∇α× λ), (7.65)

を得るが，これは (7.61b)に類似する．
　 (7.61)と (7.63)，(7.65)は非常に重要で，複素関数 γ = α + iβを導入
することでさらに凝縮した形で表せる：

∇γ · λ = −γ2, (7.66a)

∇γ = −γ2λ+ i(∇γ × λ). (7.66b)

確認

(∇α + i∇β) · λ = −(α + iβ)2 = β2 − α2 − 2αβi
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次に
∇α + i∇β = (β2 − α2)λ− 2αβiλ+ i(∇α + i∇β)× λ

= (β2 − α2)λ−∇β × λ+ i
[
−2αβλ+∇α× λ

]
□

　
（本文に戻る）　この γの導入は非常に重要であることを強調しておく．
この導入によりアインシュタインの場の方程式を極端に単純化し，そし
てKerr解とシュワルツシルド解との関係を非常にわかりやすくしている．
γはメトリックを決定する．つまり ℓ0と λiを決定する．第１の微分方程
式は (7.66b)から γのラプラシアン方程式を作ることにより得られる．途
中 (7.55)と (7.56)を使う：

∇2γ = −γ2∇ · λ− 2γ∇γ · λ+ i∇ · (∇γ × λ)

= −2αγ2 + 2γ3 − i∇γ · (∇× λ)

= −2αγ2 + 2γ3 − 2βγ2i

= −2γ2(α + iβ − γ)

= 0 (7.67)

確認
以下の 2つのベクトルの公式を使う．

2) ∇ · (a× b) = (∇× a) · b− a · (∇× b), 3) ∇× (∇f) = 0

問題は 1行目の右辺最後の項∇ · (∇γ × λ)だけである．

∇ · (∇γ × λ)
公式 2
= (∇×∇γ) · λ−∇γ · (∇γ × λ)

公式 3
= −∇γ · (∇γ × λ)

(7.56)
= +2β∇γ · λ (7.66a)

= −2βγ2

□
　
（本文に戻る）　このように γは複素調和関数である．第 2の微分方程
式は (7.66b)の 2乗から得られる．途中 (7.66a)を使う．

(∇γ)2 = γ4 − (∇γ × λ)2 = γ4 − ((∇γ)2 − γ4) = γ4, (7.68)
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導出
この式では省略した書き方を行っている．また以下の 2つのベクトルの
公式を使う：

4) (a×b)·c = (b×c)·a, 5) (a×b)·(c×d) = (a·c)(b·d)−(a·d)(b·c)

注意しなければならないのは (7.66b)を使ってはならない．証明しようと
している問題に，その問題の性質を使ったことになる．

(∇γ)2 =
[
−γ2λ+ i(∇γ × λ)

]
·
[
−γ2λ+ i(∇γ × λ)

]
= γ4 (λ · λ)︸ ︷︷ ︸

1

−2i (∇γ × λ) · λ︸ ︷︷ ︸
計算 I

− (∇γ × λ) · (∇γ × λ)︸ ︷︷ ︸
計算 II

計算 I

i(∇γ × λ) · λ公式 4)
= (λ× λ) · ∇γ = 0

計算 II

(∇γ×λ) · (∇γ×λ)
公式 5)
= (∇γ ·∇γ)(λ ·λ)− (∇γ ·λ)(λ ·∇γ) = (∇γ)2−γ4

計算 Iと計算 IIの結果を元に戻すと

(∇γ)2 = γ4 − ((∇γ)2 − γ4) = −(∇γ)2 + 2γ4

よって (∇γ)2を左辺へ移項して (7.68)が得られる．
□

　
（本文に戻る）　これら 2つの微分方程式が γを決定する．しかしなが
ら，最大限に明確にしたいので，より便利な ω = 1/γにより (7.68)を書
き直し，(7.67)を繰り返すと

∇2γ = 0, (∇ω)2 = 1, ω =
1

γ
, (7.69)

確認

∇ω = ∇
(
1

γ

)
= − 1

γ2
∇γ

よって
(∇ω)2 =

1

γ4
(∇γ)2 = 1.
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□
　
（本文に戻る）　 λに対する (7.66)を ωで書き直すことができて，それ
は今の目的のためには γよりは便利なのである．(7.66)をωで書き直すと

λ · ∇ω = λ · ∇ω∗ = 1, ∇ω = λ+ i(∇ω × λ) (7.70)

確認

λ · ∇ω = λ · ∇
(
1

γ

)
= λ ·

(
−1

γ2

)
∇γ =

−1

γ2
(λ · ∇γ) = 1

複素共役に関してはまず γ∗について (7.66a)を確認しておく：
左辺

∇γ∗ · λ = ∇(α− iβ) · λ = ∇α · λ− i∇β · λ

右辺
−(γ∗)2 = −(α− iβ)2 = −(α2 − β2) + 2αβi

両辺の実部と虚部を比較すると (7.61a)と (7.63)が成立している．よって

λ · ∇γ∗ = −(γ∗)2

が成立する．これから

λ·∇ω∗ = λ·∇
(

1

γ∗

)
= λ·

(
−1

(γ∗)2

)
∇γ∗ =

−1

(γ∗)2
(λ·∇γ∗) =

−1

(γ∗)2
[−(γ∗)2] = 1

∇ω = λ+ i(∇ω × λ)についても同様．
□

　
（本文に戻る）　こうして，以下の式を得る：

∇ω ×∇ω∗ = −i[∇ω +∇ω∗] + Bλ, (7.71)

ここでBの具体的な形は必要ない．
導出
ここでも以下のベクトルの公式を使う：

6) (a× b)× (c× d) = |a b d|c− |a b c|d, |a b c| = (a× b) · c

∇ω ×∇ω∗ = [λ+ i(∇ω × λ)]× [λ− i(∇ω∗ × λ)]
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= λ× λ︸ ︷︷ ︸
0

+i (∇ω × λ)× λ︸ ︷︷ ︸
計算 I

−iλ× (∇ω∗ × λ)︸ ︷︷ ︸
計算 II

+(∇ω × λ)× (∇ω∗ × λ)︸ ︷︷ ︸
計算 III

計算 I

(∇ω × λ)× λ = −λ× (∇ω × λ)
公式 1)
= −(λ · λ)∇ω + (λ · ∇ω)︸ ︷︷ ︸

(7.70)

λ

= −∇ω + λ (47)

計算 II

λ× (∇ω∗ × λ)
公式 1)
= (λ · λ)∇ω∗ − (λ · ∇ω∗)︸ ︷︷ ︸

(7.70)

λ

= ∇ω∗ − λ (48)

計算 III

(∇ω × λ)× (∇ω∗ × λ)
公式 6)
= |∇ω λ λ|︸ ︷︷ ︸

0

∇ω∗ − |∇ω λ ∇ω∗|λ

= [(∇ω × λ) · ∇ω∗]λ (49)

よって (47)，(48)，(49)より

∇ω ×∇ω∗ = −i[∇ω +∇ω∗] + (2i + [(∇ω × λ) · ∇ω∗])︸ ︷︷ ︸
B

λ

□
　
（本文に戻る） Bの式としての (7.71)を解くには (7.71)に∇ωをかけて
(7.70)を使えばよい：

B = i[1 +∇ω · ∇ω∗]. (7.72)

確認

(∇ω ×∇ω∗) · ∇ω = −i[∇ω +∇ω∗] · ∇ω +Bλ · ∇ω

上の式の左辺：

(∇ω ×∇ω∗) · ∇ω = −(∇ω∗ ×∇ω) · ∇ω
公式 4)
= −(∇ω ×∇ω) · ∇ω∗ = 0
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右辺

−i[∇ω · ∇ω︸ ︷︷ ︸
(7.69)

+∇ω∗ · ∇ω] + B λ · ∇ω︸ ︷︷ ︸
(7.70)

= −i[1 +∇ω∗ · ∇ω] + B

よって (7.72)が得られる．
□

　
（本文に戻る）　こうして最終的に λは (7.71)から以下のように求めら
れる：

λ =
∇ω +∇ω∗ − i∇ω ×∇ω∗

1 +∇ω · ∇ω∗ . (7.73)

　
　残っているのは γを使って ℓ0を求めることである．関数 ℓ0は (7.34a)

と (7.34b)を満たしていなければならない．これから

ℓ20 = Re(γ) = α, . (7.74)

またはその倍数が (7.34c)の解と一致するこれらの方程式の唯一の解であ
ることを示す．
　
(7.69)から αが調和関数であり，よって直ちにこれが (7.34a)を満たして
いることがわかる．
　
ℓ20 = αが (7.34b)の解であることを示すために，試しに ℓ20 = αとして
(7.34b)の左辺を計算してみる．

∇2(αλj) = α∇2λj + 2(∂kα)(∂kλj) (7.75)

一方，同じ式が (7.54)と (7.59)を使うと

∇2(αλj) = 4α∇α+2α(α2 − 3β2)λ︸ ︷︷ ︸
!!!!

+2α(∇β ×λ) + 2β(∇α×λ), (7.76)

となる．ただし，
　
Adlerの原著では右辺第 2項が 2α(α2 + β2)λとされ v誤植である！
　
面倒な計算なのでおおもとに間違いがあると非常に厳しい．原著に記さ
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れた最終結果を得るには (7.76)で訂正したものである必要がある．
導出
(7.75)右辺第 1項は

α∇2λj = 2α∇α + 2α(∇β × λ)− 4αβ2λ (50)

(7.75)右辺第 2項は (7.54)を使って

2(∂kα)
[
α(δjk − λjλk) + βϵjkℓλℓ

]
= 2(∂kα)αδjk︸ ︷︷ ︸

計算 I

− 2α(∂kα)λkλj︸ ︷︷ ︸
計算 II

+2(∂kα)βϵjkℓλℓ︸ ︷︷ ︸
計算 III

計算 I

2(∂kα)αδjk = 2(∂jα)αδjj = 2α∇α. (51)

計算 II

−2(∂kα)λkλj = −2α (∇α · λ)︸ ︷︷ ︸
(7.61a)

λj = −2α(β2 − α2)λj

= 2α(α2 − β2)λj (52)

計算 III

すでに何度も出てきているので省略：

2(∂kα)βϵjkℓλℓ = 2β(∇α× λ) (53)

(50)，(51)，(52)，(53)を加えると (7.76)を得る．
□

　
（本文に戻る）　 (7.61b)と (7.65)を使うと

∇2(αλ) = 2α∇α + 2β∇β = ∇(α2 + β2), (7.77)

を得る．

導出
(7.76)右辺の第 1項の 4α∇αから 2α∇αを引き出し，(7.61b)により書き
換えると

2α∇α = 2α(β2 − α2)λ− 2α(∇β × λ) (54)
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また (7.76)右辺の 2α(∇β × λ)を (7.65)により
2β(∇α× λ) = 2β(∇β + 2αβλ) = 2β∇β + 4αβ2λ (55)

(54)と (55)を (7.76)の右辺の対応する項に代入すると

2α∇α+
[
2α(β2 − α2)λ− 2α(∇β × λ)

]
+ 2α(α2 − 3β2)λ+ 2α(∇β × λ)

+
[
2β∇β + 4αβ2λ

]
= 2α∇α + 2β∇β

となり，(7.77)が得られた．これからも分かるように (7.76)右辺の第 2項
は 2α(α2 − 3β2)λであることが分かる．

□
　
（本文に戻る）　次に (7.34b)の右辺がいま得た (7.77)右辺となっている
かを確認する必要がある．α = p(1− cos θ), β = p sin θであるから

(α2 + β2 = 2p(1− cos θ) = 2pα. (7.78)

(7.35)での pの定義より
p =

L+ A

2ℓ0
. (7.79)

これより L+ Aと α, βとの関係が分かる：

L+ A =
ℓ0
α
(α2 + β2). (7.80)

ℓ20 = αであるから (7.34b)の右辺は

∂j[(L+ A)ℓ0] = ∂j

[
ℓ20
α
(α2 + β2)

]
= ∂j(α

2 + β2). (7.81)

こうして ℓ20 = αが解であることが分かった．これに定数をかけた関数も
解であることは簡単にわかる．

5 シュワルツシルド解とKerr解
定常で縮退したメトリックに対するEinsteinの場の方程式を解きたい．
その方程式が極端に単純化され (7.69)，(7.73)，(7.74)となった．(7.69)の
最も簡単な解は

γ = α =
1

r
=

1√
x2 + y2 + z2

, (7.82)
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である．(7.73)，(7.74)より

ℓ20 =
1

r
, λ1 =

x

r
, λ2 =

y

r
, λ3 =

z

r
. (7.83)

導出
ω = rである．ただし基底ベクトルを省略して書く．

∇ω = ∂iω ∂1r = ∂1
√

x2 + y2 + z2 =
x

r

また，

∇ω = ∇ω∗, ∴ ∇ω +∇ω∗ = 2∇ω, ∇ω ×∇ω∗ = 0,

分母 : 1 +∇ω · ∇ω∗︸ ︷︷ ︸
1

= 2

したがって，(7.73)から λiが得られる．
□

　
（本文に戻る） (7.84)と (7.85)略
　
　
/////////////////////////////////////////////////////////////

Kerr解に移る．中心を z軸の虚数方向ずらすことを考える：

γ =
1√

x2 + y2 + (z − ia)2
, (7.86)

これがKerr解を表している．
　この関数から (7.73)と (7.74)を使って，ℓ20と λiを求める事ができる．
まず ωを実部と虚部に分ける：

ω = ρ+ iσ =
√
r2 − a2 − 2azi, r2 = x2 + y2 + z2. (7.87)

これを 2乗したのち，実部と虚部から

ρ2 − σ2 = r2 − a2, σ = −az

ρ
. (7.88)

この二つの式から

ρ4 − ρ2(r2 − a2)− a2z2 = 0.. (7.89)
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確認
ρ2 −

(
−az

ρ

)2

= r2 − a2

□
　
（本文に戻る） 解の公式より

ρ2 =
r2 − a2

2
+

[
(r2 − a2)2

4
+ a2z2

]1/2
. (7.90)

ただしここで±のプラスを選択した．なぜなら r ≫ aのときに，ρ → r

である必要がある．これは (7.87)に対する必要性である．γと ℓ20 = Re(γ)

を得ることは簡単である：

γ =
1

ρ+ iσ
=

ρ

ρ2 + σ2
− i

σ

ρ2 + σ2
,

ℓ20 = Re(γ) =
ρ

ρ2 + σ2
=

ρ2

ρ4 + a2z2
.

(7.91)

　 (7.73)からベクトルλを求めるために，(7.78)により∇ωを計算する：

∇ω =
r− iak̂

ω
(7.92)

ここで k̂は z軸 (0, 0, z)に沿った単位 3次元ベクトルである．
導出
x, y, z軸の基底ベクトルをそれぞれ î, ĵ, k̂とすると

∇ = î∂1 + ĵ∂2 + k̂∂3 = î∂x + ĵ∂y + k̂∂z

で表される．よって∇ωの場合，例えば
∂x
√
x2 + y2 + z2 − a2 − 2iaz =

x√
x2 + y2 + z2 − a2 − 2iaz

=
x

ω

また

∂z
√

x2 + y2 + z2 − a2 − 2iaz =
z − ia√

x2 + y2 + z2 − a2 − 2iaz
=

z − ia

ω

よって

∇ω =
x̂i+ yĵ+ zk̂− iak̂

ω
=

r− iak̂

ω
, r = x̂i+ yĵ+ zk̂
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□
　
（本文に戻る）　これを (7.73)へ代入すると

λ =
2[ρr− aσk̂+ a(r× k̂)]

|ω|2 + r2 + a2
. (7.93)

導出
(7.73)分子の和の部分

∇ω +∇ω∗ =
r− iak̂

ω
+

r+ iak̂

ω∗ =
r− iak̂

ρ+ iσ
+

r+ iak̂

ρ− iσ

=
(ρ− iσ)(r− iak̂)

ρ2 + σ2
+

(ρ+ iσ)(r+ iak̂)

ρ2 + σ2

=
ρr− iσr− iρak̂− aσk̂+ ρr+ iσr+ iρak̂− aσk̂

ρ2 + σ2

=
2ρr− 2aσk̂

ρ2 + σ2

(7.73)分子ベクトル積の部分

−i∇ω ×∇ω∗ = −i
r− iak̂

ω
× r+ iak̂

ω∗

= −i
r× r− iak̂× r+ iar× k̂+ a2k̂× k̂

ρ2 + σ2

= −i
+iar× k̂+ iar× k̂

ρ2 + σ2
= −i

2iar× k̂

ρ2 + σ2

=
2ar× k̂

ρ2 + σ2

(7.73)分母
1 +∇ω · ∇ω∗ = 1 +

r− iak̂

ω
· r+ iak̂

ω∗

= 1 +
r · r− iak̂ · r+ iar · k̂+ a2k̂ · k̂

ωω∗

=
|ω|2 + r2 + a2

ρ2 + σ2
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以上の結果をまとめることで (7.93)が得られる．
□

　
（本文に戻る）　さらに (7.87)と (7.90)に注意することで

|ω|2 =
√

(r2 − a2)2 + 4a2z2 = 2ρ2 − (r2 − a2),

|ω|2 + r2 + a2 = 2(ρ2 + a2)

(7.94)

確認

ωω∗ =
√

(r2 − a2)− 2iaz ·
√

(r2 − a2) + 2iaz =
√

(r2 − a2)2 + 4a2z2

(7.90)の両辺を 2倍すると

2ρ2 = (r2 − a2) +
√

(r2 − a2) + 4a2z2

よって √
(r2 − a2) + 4a2z2 = 2ρ2 − (r2 − a2)

これより，第 1式が示せた．これを使い

|ω|2 + r2 + a2 = 2ρ2 − (r2 − a2) + r2 + a2 = 2(ρ2 + a2)

□
　
（本文に戻る）　これらによりλが以下の非常に単純な形

λ =
ρ

ρ2 + a2

[
r+

a2z

ρ2
k̂+

a

ρ
(r× k̂)

]
(7.95)

で得られる．
右辺第 2項では (7.88)を使って σを消去している．成分の形で表すと

λ1 =
ρx+ ay

ρ2 + a2
,

λ2 =
ρy − ax

ρ2 + a2
,

λ3 =
z

ρ
,

(7.96)

47



導出
λ = λ1î+ λ2ĵ+ λ3k̂である．また r = x̂i+ yĵ+ zk̂である．
よって

ar× k̂ = a(x̂i+ yĵ+ zk̂)× k̂ = ax(̂i× k̂) + ay(̂j× k̂)

= −ax(k̂× î) + ay(̂j× k̂) = −axĵ+ ayî

であるから
λ1î =

ρ

ρ2 + a2

(
x̂i+

ay

ρ
î

)
=

ρx+ ay

ρ2 + a2
î,

λ2も同様．
λ3については

λ3k̂ =
ρ

ρ2 + a2

(
z +

a2z

ρ2

)
k̂ =

ρ

ρ2 + a2

(
ρ2 + a2

ρ2

)
zk̂ =

z

ρ
k̂

□
　
（本文に戻る） rが aよりずっと大きい場合，Kerr解はシュワルツシル
ド解に接近する．
　 (7.5)と (7.33)で定義した量からKerrの線要素を表示しておく：

ds2 = (dx0)2 − (dx)2

− 2mρ3

ρ4 + a2z2

[
dx0 +

ρ

a2 + ρ2
(xdx+ ydy) +

a

a2 + ρ2
(xdy − ydx) +

z

ρ
dz

]2
.

(7.97)

これが 1963年にKerrによって得られた形である．原著に誤植あり．右辺
[　]内第 3項で修正済み．この誤植は次のセクションでの計算に大きな影
響を及ぼす！

6 他の座標系
縮退したメトリックテンソル (7.5)はシュワルツシルド解のEddington

形式をKerr解 (7.97)へ一般化するための便利なテンソルである．我々は
これが回転する物体の軸対称な重力場を表していることを示す．
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　我々は動径座標として，rよりも (7.87)で導入した ρを選択する．より
具体的には (7.90)で与えられている．角度座標 θとしては極座標

cos θ =
z

ρ
, (7.98)

をとる．次に角度座標 φとして，エレガントな複素形式

(ρ− ia)eiφ sin θ = x+ iy, (7.99)

とする（この形についてはこのセクションの最後に触れる）．最後に時間
座標として以下の形を選択する：

u = x0 + ρ, (7.100)

線素 (7.97)を新しい座標で表現してみる．平坦な空間の部分は (7.98)と
(7.99)から以下のように簡単に得られる：

dz2 = (cos θdρ− ρ sin θdθ)2

dx2 + dy2 = |d(x+ iy)|2 = |d(ρ− ia)eiφ sin θ|2

= (sin θdρ+ a sin θdφ+ ρ cos θdθ)2 + (ρ sin θdφ− a cos θdθ)2, (7.101)

導出
dz2原著に誤植あり（修正済み：+ → −）．

dz = d(ρ cos θ) = cos θdρ− ρ sin θdθ

より．

dx2 + dy2 = |d(x+ iy)|2 = (dx+ idy)(dx− idy)

これにならって

d[(ρ− ia)eiφ sin θ]

= (dρ)eiφ sin θ + (ρ− ia)(idφ)eiφ sin θ + (ρ− ia)eiφ(cos θdθ)

上の式の複素共役を作らが，eiφについては共役をとると消えるので，とっ
た形を再度記しておく：

sin θ(dρ) + i(ρ− ia) sin θ(dφ) + (ρ− ia) cos θ(dθ)
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これの複素共役は

sin θ(dρ)− i(ρ+ ia) sin θ(dφ) + (ρ+ ia) cos θ(dθ)

よって，

[sin θ(dρ) + i(ρ− ia) sin θ(dφ) + (ρ− ia) cos θ(dθ)]

×[sin θ(dρ)− i(ρ+ ia) sin θ(dφ) + (ρ+ ia) cos θ(dθ)]

これを展開すると

(1) sin2 θ(dρ)2+i(ρ− ia) sin2 θ(dφdρ)+(ρ− ia) sin θ cos θ(dθdρ)

(2) −i(ρ+ia) sin2 θ(dρdφ)+(ρ2+a2) sin2 θ(dφ)2−i(ρ2+a2) sin θ cos θ(dθdφ)

(3) sin θ cos θ(ρ+ia)(dρdθ)+i(ρ2+a2) sin θ cos θ(dφdθ)+(ρ2+a2) cos2 θ(dθ)2

(1)+(2)+(3)より

sin2 θ(dρ)2 + 2a sin2 θ(dρdφ) + 2ρ sin θ cos θ(dρdθ) + (ρ2 + a2) sin2 θ(dφ)2

+(ρ2 + a2) cos2 θ(dθ)2 (56)

これは (7.101)最右辺を 2乗したものと同じである．
□

　
（本文に戻る）

xdx+ ydy =
1

2
d|x+ iy|2 = 1

2
d[(ρ2 + a2) sin2 θ]

= (ρ2 + a2) sin θ cos θdθ + ρ sin2 θdρ, (7.102a)

xdy − ydx = −Im[(x+ iy)d(x− iy)]

= −Im
{
[(ρ− ia)eiφ sin θ]d[(ρ+ ia)e−iφ sin θ]

}
= (ρ2 + a2) sin2 θdφ+ a sin2 θdρ, (7.102b)

zdz = ρ cos2 θdρ− ρ2 sin θ cos θdθ, (7.102c)

確認
(7.102a)

xdx+ ydy =
1

2
d(x+ iy)(x− iy) =

1

2
d(x2 + y2)
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一方
1

2
d(x+ iy)(x− iy) =

1

2
d[(ρ− ia)eiφ sin θ(ρ+ ia)e−iφ sin θ]

=
1

2
d[(ρ2 + a2) sin 2θ]

よって (7.102a)が示された．
(7.102b)

−Im
{
(ρ− ia)eiφ sin θ · d

[
(ρ+ ia)e−iφ sin θ

]}
= −Im

{
(ρ− ia)eiφ sin θ

[
sin θdρ− i(ρ+ ia) sin θdφ+ (ρ+ ia) cos θdθ

]
e−iφ

}
= −Im

{
(ρ− ia) sin θ

[
sin θdρ− i(ρ+ ia) sin θdφ+ (ρ+ ia) cos θdθ

]}
= −Im

{
(ρ− ia) sin2 θdρ− i(ρ2 + a2) sin2 θdφ+ (ρ2 + a2) sin θ cos θdθ

}
より (7.102b)が示せた．
(7.102c)は明らか．

□
　
（本文に戻る）

2mρ3

ρ4 + a2z2
=

2mρ

ρ2 + a2 cos2 θ
, dx0 = du− dρ, (7.103)

　 (7.101)―(7.103)を (7.97)へ代入すると新しい座標系での線素を得る：

ds2 =

(
1− 2mρ

ρ2 + a2 cos2 θ

)
du2 − (ρ2 + a2 cos2 θ)dθ2

−
[
(ρ2 + a2) sin2 θ +

2mρa2 sin4 θ

ρ2 + a2 cos2 θ

]
dφ2 − 2dudρ

− 4mρa sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ
dudφ− 2a sin2 θdρdφ. (7.104)

導出
　　 (7.104)の導出であるが，これ以前の式に誤植があり苦労した（Kerr

解 (7.97)のクロスターム）．(7.101)により

dz2 = cos2 θdρ2 − 2ρ cos θ sin θdρdθ + ρ2 sin2 θdθ2
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これと (56)より

dx2 + dy2 + dz2

= sin2 θ(dρ)2+2a sin2 θ(dρdφ)+2ρ sin θ cos θ(dρdθ)+(ρ2+a2) sin2 θ(dφ)2

+(ρ2 + a2) cos2 θ(dθ)2 + cos2 θ(dρ)2 − 2ρ cos θ sin θ(dρdθ) + ρ2 sin2 θ(dθ)2

= (dρ)2+(ρ2+a2 cos2 θ)(dθ)2+(ρ2+a2) sin2 θ(dφ)2+2a sin2 θ(dρdφ),

(57)

一方．(7.97)の括弧 [　]内は (7.102)を使って

(du− dρ) +
ρ

ρ2 + a2

[
(ρ2 + a2) sin θ cos θdθ + ρ sin2 θdρ

]
+

a

ρ2 + a2

[
(ρ2 + a2) sin2 θdφ+ a sin2 θdρ

]
+ cos2 θdρ− ρ sin θ cos θdθ

= (du− dρ) + ρ sin θ cos θdθ +
ρ2 sin2 θ

ρ2 + a2
dρ+ a sin2 θdφ+

a2 sin2 θ

ρ2 + a2
dρ

+cos2 θdρ− ρ sin θ cos θdθ

= du− dρ+
ρ2 + a2

ρ2 + a2
sin2 θdρ+ a sin2 θdφ+ cos2 θdρ

= du+ a sin2 θdφ (58)

よって，(7.97)右辺の括弧 [　]の項は (58)と (7.103)より
2mρ

ρ2 + a2 cos2 θ
(du+ a sin2 θdφ)2

=
2mρ

ρ2 + a2 cos2 θ
(du)2 +

4maρ sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ
dudφ+

2mρa2 sin4 θ

ρ2 + a2 cos2 θ
(dφ)2, (59)

これら (57)と (59)を使うと (7.97)は

ds2 = (du− dρ)2 − (dx)2 − 2mρ3

ρ4 + a2z2

[
∗ ∗ ∗

]2
= (du)2 − 2dudρ+ (dρ)2 −

[
(dρ)2 + (ρ2 + a2 cos2 θ)(dθ)2

+(ρ2 + a2) sin2 θ(dφ)2 + 2a sin2 θ(dρdφ)
]

−
[

2mρ

ρ2 + a2 cos2 θ
(du)2 +

4maρ sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ
dudφ+

2mρa2 sin4 θ

ρ2 + a2 cos2 θ
(dφ)2

]
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=

(
1− 2mρ

ρ2 + a2 cos2 θ

)
(du)2 − 2dudρ− (ρ2 + a2 cos2 θ)(dθ)2

−
[
(ρ2 + a2) sin2 θ +

2mρa2 sin4 θ

ρ2 + a2 cos2 θ

]
(dφ)2 − 2a sin2 θ(dρdφ)

− 4maρ sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ
dudφ

が得られる．これは (7.104)である．
□

　
（本文に戻る）　 (7.104)の線素はφに依存しないことから軸対称である
ことが分かる．この線素を更に簡略化できる．我々は最終的にKerr解が
何か回転する物体が形成する，いわば物体のまわりで引きずられている
時空を表していることを示したい．(4.83)で示したように，線素は平坦な
空間のメトリックテンソルの中に一つの非対角項 dφdtを含んでいる形を
している．これが回転を意味している．以下，線素をより簡単にするた
めに，(7.104)から dudρや dudφを消去する座標系を導入しよう．
　線素 (7.104)を次のように書く：

ds2 = g00du
2+g22dθ

2+g33dφ
2+2g03dudφ+2g01dudρ+2g13dρdφ, (7.105)

以下の座標変換を考える：
ct̂ = u− A(ρ), du = cdt̂+ A′dρ

φ̂ = φ− B(ρ), dφ = dφ̂+B′dρ,
(7.106)

(7.106)を (7.105)に代入すると

ds2 = g00c
2dt̂2 + (g00A

′2 + g33B
′2 + 2g01A

′ + 2g13B
′ + 2g03A

′B′)dρ2

+g22dθ
2 + g33dφ̂

2 + 2g03cdt̂dφ̂

+2 (A′g03 +B′g33 + g13)︸ ︷︷ ︸
0

dρdφ̂+ 2 (A′g00 +B′g03 + g01)︸ ︷︷ ︸
0

cdt̂dρ, (7.107)

確認

(1) g00du
2 = g00c

2dt̂2 + 2g00A
′cdt̂dρ+ g00A

′2dρ2

(2) g33dφ
2 = g33(dφ̂+B′dρ)2 = g33(dφ̂

2 + 2B′dφ̂dρ+B′2dρ2)
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= g33dφ̂
2 + 2g33B

′dφ̂dρ+ g33B
′2dρ2

(3) 2g01dudρ = 2g01cdt̂dρ+ 2g01A
′dρ2

(4) 2g03dudφ = 2g03(cdt̂+ A′dρ)(dφ̂+B′dρ)

= 2g03cdt̂dφ̂+ 2g03A
′dρdφ̂+ 2g03B

′cdt̂dρ+ 2g03A
′B′dρ2

(5) 2g13dρdφ = 2g13dρ(dφ̂+B′dρ) = 2g13dρdφ̂+ 2g13B
′dρ2

(1)から (5)までで，dρ2の項を集めると

g00A
′2 + g33B

′2 + 2g01A
′ + 2g03A

′B′ + 2g13B
′

同じく dρdφ̂の項を集めると

2g33B + 2g03A
′ + 2g13

同じく cdt̂dρの項を集めると

2g00A
′ + 2g01 + 2g03B

′

□
　
（本文に戻る）　 dρ2と cdt̂dρの係数がゼロとなることから，二つの方程
式よりA′, B′を決定すればよい．

A′ =
g33g01 − g03g13
g203 − g00g33

=
ρ2 + a2

ρ2 + a2 − 2mρ
,

B′ =
g00g13 − g03g01
g203 − g00g33

=
−a

ρ2 + a2 − 2mρ
,

(7.108)

確認

g00 =

(
1− 2mρ

ρ2 + a2 cos2 θ

)
,

g33 = −
[
(ρ2 + a2) sin2 θ +

2mρa2 sin4 θ

ρ2 + a2 cos2 θ

]
,

g01 = −1,

g03 = − 2maρ sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ
,

g13 = −a sin2 θ
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A′の分子 g33g01 − g03g13の計算

g33g01 − g03g13 = −
[
(ρ2 + a2) sin2 θ +

2mρa2 sin4 θ

ρ2 + a2 cos2 θ

]
· (−1)

−
(
− 2maρ sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ

)
(−a sin2 θ) = (ρ2 + a2) sin2 θ

B′の分子 g00g13 − g03g01の計算

g00g13−g03g01 =

(
1− 2mρ

ρ2 + a2 cos2 θ

)
(−a sin2 θ)−

(
− 2maρ sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ

)
(−1)

= −a sin2 θ

分母 g203 − g00g33の計算

g203 − g00g33 =
4m2a2ρ2 sin4 θ

(ρ2 + a2 cos2 θ)2

−
(
1− 2mρ

ρ2 + a2 cos2 θ

)
(−1)

[
(ρ2 + a2) sin2 θ +

2mρa2 sin4 θ

ρ2 + a2 cos2 θ

]
=

(
1− 2mρ

ρ2 + a2 cos2 θ

)
(ρ2 + a2) sin2 θ +

2mρa2 sin4 θ

ρ2 + a2 cos2 θ

= (ρ2 + a2) sin2 θ − 2mρ(ρ2 + a2) sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ
+

2mρa2 sin4 θ

ρ2 + a2 cos2 θ

= (ρ2 + a2) sin2 θ − 2mρ3 sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ
− 2mρa2(1− sin2 θ) sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ

= (ρ2 + a2) sin2 θ − 2mρ3 sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ
− 2mρa2 cos2 θ sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ

= (ρ2 + a2) sin2 θ − 2mρ
ρ2 + a2 cos2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ
sin2 θ

= (ρ2 + a2 − 2mρ) sin2 θ

この分母の計算に 2，3時間費やした．最初の計算方針が間違っていた．
分母の計算から始めたが収拾がつかず，分子の計算に切り替え，その結
果から分母の形を推測した．上の計算での第 4番目と 5番目あたりの変
形に気づくのがポイントであろう．予想外の面倒な計算だった．

□
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（本文に戻る）　 A′, B′が ρだけの関数であることは重要である．A,B

を知るにはこれを積分する必要があるが，その形は今の目的には必要で
はない．今や線素は (7.107)で 2項が消去されている．今の関係を使って
更に簡単化できる．すなわち (7.107)の dρ2の係数を以下のように変形す
ることができる：

g00A
′2 + g33B

′2 + 2g01A
′ + 2g13B

′ + 2g03A
′B′

= A′ (A′g00 +B′g03 + g01)︸ ︷︷ ︸
0

+B′ (A′g03 +B′g33 + g13)︸ ︷︷ ︸
0

+g01A
′ + g13B

′

= g01A
′ + g13B

′, (7.109)

これを考慮すると (7.107)は

ds2 =

(
1− 2mρ

ρ2 + a2 cos2 θ

)
c2dt̂2 − ρ2 + a2 cos2 θ

ρ2 + a2 − 2mρ
dρ2

−(ρ2 + a2 cos2 θ)dθ2 −
[
(ρ2 + a2) sin2 θ +

2mρa2 sin4 θ

ρ2 + a2 cos2 θ

]
dφ2

−2
2mρa sin2 θ

ρ2 + a2 cos2 θ
cdt̂dφ, (7.110)

ここでたった一つの非対角項であるクロスターム dt̂dφ̂が回転に対応して
いる．
確認　 dρ2の係数

g01A
′ + g13B

′ = −1 · ρ2 + a2

ρ2 + a2 − 2mρ
− a sin2 θ · −a

ρ2 + a2 − 2mρ

= −ρ2 + a2(1− sin2 θ)

ρ2 + a2 − 2mρ

□
　
　
　
(7.99)の座標変換について
本文には「エレガントな変換」とあるが，知らぬ者にとってはかなり奇
妙な変換である．これについてだいぶ前 (2008年）にネット上でのやり
取りがあるので，それを参考にして，確認しておきたい．toorisugari no
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Hiroさんという方からの情報である．

(ρ− ia)eiφ sin θ = x+ iy, (7.99)

左辺を実部と虚部に分け，右辺と比較すると{
x = (ρ cosφ+ a sinφ) sin θ,

y = (ρ sinφ− a cosφ) sin θ.

を得る．これから
x2 + y2 = (ρ2 + a2) sin2 θ

が得られるので，cos θ = z/ρにより

x2

ρ2 + a2
+

y2

ρ2 + a2
+

z2

ρ2
= 1

となる式が得られ，x, y方向に扁平な物体をイメージさせる．
　更に上の式を書き換えると{

x =
√

ρ2 + a2 cos(φ− δ) sin θ,

y =
√

ρ2 + a2 sin(φ− δ) sin θ,

となる．ただし

sin δ =
a√

ρ2 + a2
, cos δ =

ρ√
ρ2 + a2

.

zまで含めて書くと
x =

√
ρ2 + a2 sin θ cos(φ− δ),

y =
√
ρ2 + a2 sin θ sin(φ− δ),

z = ρ cos θ.
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