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1次元溶融金属凝固に対する Garcia等の方法

伊藤榮信

　 1994年 12月 23日
更新 2019年 12月 21日

概要

ゼクセルテックレビュー No.9 1994年「鋳造欠陥予測機能の α-FLOWへの組み込み」に掲載した付録「1

次元溶融金属凝固に対する Garcia等の解」を主に再掲する．ただし，本文の第 5.2節「Garcia等による解析

解との比較」で使用したGarcia等の式についてはその導出等にういて記した．さて，Garcia等の方法とは鋳

型と金属（固相）との間の接触部分における熱収支で熱伝導（Schwarz解）に加え熱伝達の考えを導入した解

法である．すなわち，鋳型と金属との間に予め ϵ0 という厚さの固相が存在すると仮定して，固相厚さ ϵと時

間 t の関係式を決定する．初期固相厚 ϵ0 を含むこの式を決定するために Garcia 等は鋳型と溶湯金属の間に

ギャップが生じると仮定し，このギャップを仮想的な固相の金属で満たし，そこに熱伝達の考えを導入する．

5 固相率計算部の α−FLOWへの組込み

5.1 温度回復法の組込み

5.2 Garcia等による解析解との比較

凝固時間 t と固相液相界面位置 ϵ との関係の

Garcia等の解は

ϵ = −2αSκϕ
2 + 2ϕ

√
α2
Sκ

2ϕ2 + αSt, (10a)

αS =
λS

ρSCPS
, (10b)

κ =
ρSCPS√

πϕ exp(ϕ2)[M + erf(ϕ)]hi
, (11)

で，ϕは次式によって与えられる：

exp(−ϕ2)

M + erf(ϕ)
=

√
πLϕ

CPS(Tf − T0)
,

M =

√
λSρSCPS

λmρmCPm
. (12)

オリジナル（1994 年版）では（11）式は κ では無

く αとした．しかし，既に αS が使用されており紛

らわしいので κ を使った．またオリジナル版では

記さなかった (10a),(11)式の導出に触れる．なお，

添字 m は鋳型 (mould) を表し，S は固相 (Solid)

を表す．その他は末尾の「記号」を参照．

(10a)，(11)式の導出

これは付録A.6で求められた関係式 (A.17)から導

かれる．この式は ϵについての 2次式

ϵ2 + 2ϵ0ϵ− 4αSϕ
2t = 0

であるから，解の公式により ϵを求めると

ϵ = −ϵ0 ±
√
ϵ20 + 4αSϕ2t

が得られる．ここに現れた ϵ0 の導出は少し面倒で

ある．まず，(A.39)式で表された ϵ0 の分母にある

Tf − T0 を (A.32)式を使って消去すると

ϵ0 =
2αSϕ

2ρSCPS

hiSerf(ϕ)ϕ
√
π exp(ϕ2)

を得る．上の式の分母に現れる仮想的な熱伝達係数

hiS を (A.47)式を使い hi で記述すると

ϵ0 = 2αSϕ
2 ρSCPS

hi[erf(ϕ) +M ]ϕ
√
π exp(ϕ2)

が得られるので，これを簡略化するために

ϵ0 = 2αSϕ
2κ

と書き，(11)式の κを定義する．これを解の公式か

ら得られた ϵの式へ代入すると（復号は＋をとる）

ϵ = −2αSκϕ
2 +

√
4α2

Sκ
2ϕ4 + 4αSϕ2t

が得られるので，(10a)が得られた．
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付録 A 1次元溶融金属凝固に対する
Garcia等の方法

本文第 5.2 節で固相率計算プログラムの精度確

認を行った．そこで解析解として使用した Garcia-

Clyne-Pratesの解 [1], [2]について述べる．

A.1 凝固問題の解析解について

凝固解析の解析解として得られている代表的解

は，１）Neumannの解と２）Schwarzの解である．

　

１）Neumannの解では，溶融金属のみを考え，金

属の外側（すなわち鋳型）については考えない．溶

融金属の片側境界 (x = 0)で一定温度に保たれると

いう条件が課せられる．これに対し

２）Schwarzの解では，溶融金属の外側に鋳型を考

慮し，金属が放出する熱の影響まで含め鋳型内の温

度分布，さらには溶融金属の凝固までを計算する．

ただし，金属と鋳型の界面は冷却中完全に接触して

いると仮定され，充分な時間経過後には，界面両側

の温度は連続になる（図 1）．しかしながら，これら

の古典的な解は必ずしも実験とよく一致するという

ものではないと言われている．そこで

３）Garcia等は固相厚さ ϵと時間 tの関係式を得

るために，上記２）の Schwarz の解による方法を

発展させ，鋳型と金属との間に予め固相（厚さ ϵ0）

が存在すると仮定する．そして，この式（もしくは

ϵ0）を決めるために鋳型と，溶湯の間に空間を設け，

そこに熱伝達（熱抵抗）を考慮する（図 2）．これが

本題の Garcia等の方法である．

A.2 基礎方程式とその一般解

鋳型もしくは溶融金属内での温度は熱伝導方程式

∂T

∂t
= αi

∂2T

∂x2
, αi =

λi

ρiCpi
, (A.1)

によって決められる．なお，ρi, Cpi, λi は各々物質

i の密度，定積比熱，熱伝導度である．以後，各種

物理量に付ける添字m,S,Lは鋳型 (mould)，固相

（Solid），液相（Liquid）を表す．

　この方程式の一般解は

T = A+Berf

(
x

2
√
αit

)
, (A.2)

図 1 凝固問題での境界条件

で表される．ここで erfは誤差関数で

erf(y) =
2√
π

∫ y

0

e−p2

dp, (A.3)

である．(A.2)が (A.1)の解であることは，実際に

(A.2)を (A.1)式へ代入すればよい．ただし

∂erf(p)

∂t
=

2√
π
e−p2 ∂p

∂t

などに注意．

A.3 境界条件

系の温度分布を図 3に示す．

1⃝

 鋳型：x → −∞で Tm = T0,

金属：x → +∞で TS = Tf

ここで T0, Tf は各々鋳型の無限遠の端での温度と

金属の融点もしくは液相温度である．

　また，凝固に関する条件

2⃝ x = ϵ, t ≥ 0 で TS = TL = Tf

と図 4に示した海面を内部に含む短冊状の領域での

熱の保存則から得られる（1次元）．凝固による短冊
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図 2 凝固の進展に伴う系の温度分布状況．鋳型

と金属の間には冷却による収縮に伴うエアギャッ

プが生じる．

図 3 凝固初期の鋳型／金型の温度分布

内で潜熱の放出を Q，固相内への熱流束を qS，液

相内への熱流束を qL とすると，これらの界面での

収支は

（単位時間あたりの短冊内での潜熱放出 Q）=

　（短冊境界面での熱流束 qS , qL による熱流入出）

すなわち

(ρLA∆x)

∆t
= (qL − qS) · nA. (A.4)

図 4 固相／液相界面での熱収支：ϵ は界面位置

で，短冊に垂直方向 n に，界面は速度 V で移動

する．qS：固相内への熱流束，qL：液相内への熱

流束

ここで，Aは短冊断面積，nは短冊に垂直な単位ベ

クトル，L(J/kg) は単位質量当たりの潜熱を表す．

フーリエの法則によると熱流束は qi = −λi∇T で

表されるが，ここでは 1次元で考えているので

qi = −λi
∂T

∂x
, (A.5)

と書ける．ここで添字は各相を表す．よって，上記

の熱収支の式は

ρSL
dϵ

dt
= λS

∂Ts

∂x
− λL

∂TL

∂x
, (A.6)

となる．問う問題では液相内で温度一定と仮定して

いるので（qL = 0），界面での条件は

3⃝ ρSL
dϵ

dt
= λS

∂TS

∂x
, (A.7)

となる．

　よって，境界条件は 1⃝ ∼ 3⃝となる．
A.4 凝固定数について

熱伝導方程式の一般解である (A.2)式に境界条件

2⃝ を適用すると，固相／液相界面である x = ϵ で

の温度は

TS = A+Berf

(
ϵ

2
√
αSt

)
= TL, (A.8)

となるが，これは凝固温度であるので時間及び位置

によらず一定でなければならない．A,B は定数で

あるから誤差関数部も一定でなければならない．し

たがって，その引数は

ϵ

2
√
αSt

= ϕ = 一定, (A.9)
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となる必要がある．この ϕ を凝固定数とよぶ．次

の節での仮想的空間の導入という方法ではこの考え

を積極的に使う．（なお，凝固定数という考えは従

来から使われてきた概念である．）　この式は固液

界面位置 ϵと凝固時間 tとの関係を与える．実験式

としては

ϵ = Ctb,
1

2
≤ b ≤ 1

が知られているが [3]，b = 1/2が (A.9)式に対応し

ている．C は定数．書き換えれば t = C−2ϵ2 とな

る．なお (A.9) 式で ϕ の値を求める方法は後で述

べる．

A.5 仮想的空間導入のいとぐち

初期の時点で，鋳型と金属との境界面では温度が

急激に変化する．この変化量は時間の経過ととも

に減少し無限の時間経過後には連続となる．この

x = 0に境界条件として，時間的に変化する熱伝達

（熱抵抗）を考慮するために，Garcia等は金属と鋳

型の間に仮想的な空間（もしくは金属）を導入する

（図 5）．これを通じて温度は連続となる．この仮想

的な空間を抜き去ると，鋳型／金属の界面での初期

温度分布は不連続となる．

　まず，金属の方から考える．凝固は仮想的な端か

ら始まるとする．すなわち

x′ = ϵ0 + x, ϵ′ = ϵ0 + ϵ, t′ = t0 + t, (A.10)

なる座標系を導入する．ここで t0 は仮想空間に厚

さ ϵ0 の固相が形成されるに必要な仮想的な時間で

ある．仮想空間での熱伝導方程式は

∂T

∂t′
= αS

∂2T

∂x′2
, 0 ≤ x′ ≤ ϵ′ (A.11)

であり，その解は，(A.2)式

T = A+Berf

(
x′

2
√
αSt′

)
, (A.12)

である．したがって，仮想系において凝固定数の考

えを適用すると

ϵ′

2
√
αSt′

= ϕ = 一定, (A.13)

が得られる．

　このように仮想系の導入という仮定に基づく理論

では，それから得られた結果に対して実験的な裏付

けが必要となる．Garcia 等は同論文で実験との比

較を行い理論的に得られた結論と一致することを明

示しているが，この実験については割愛する．境界

条件として熱抵抗を付加するこの扱い方が数学的に

どれほどの意味をもつかは分からない．　

A.6 仮想系での時間と固相厚さ

以下，仮想系について考える．(A.13)式を時間 t′

について解くと

t′ =
ϵ′
2

4αSϕ2
, (A.14)

を得る．特に，x′ = ϵ0, t′ = t0 とすると（すなわ

ち，実空間での原点 t = x = 0）

t0 =
ϵ0

2

4αSϕ2
, (A.15)

を得る．さらに，仮想系と実際の系との関係式

(A.10)式より

t′ = t+ t0 =
(ϵ+ ϵ′)2

4αSϕ2

=
ϵ2

4αSϕ2
+

ϵϵ0
2αSϕ2

+
ϵ0

2

4αSϕ2
, (A.16)

となるので，(A.15)式を考慮すると

t =
ϵ2

4αSϕ2
+

ϵ0ϵ

2αSϕ2
, (A.17)

を得る（第 4 節に記した 2 次式 t = C−2ϵ2 と比較

せよ）．これは固相厚さが ϵ となるまでの時間を表

している．この段階で ϵ0 の値は未知である．また，

Garcia 等の論文では最終的にこの ϵ に関する 2 次

式が実験と比較され，一致の良さが示される．

A.7 温度分布の決定

仮想系での境界条件は，一部実空間との対応によ

り決めることができ

1⃝′ 鋳型：x′ → −∞で Tm = T0,

2⃝′ x′ = ϵ′, t′ ≥ t0で TS = TL = Tf ,

3⃝′ ρSL
dϵ′

dt′
= λS

∂TS

∂x′

4⃝′ 鋳型／金属界面：x′ = 0で T = Ti

5⃝′ x′ = 0 で λm
∂Tm

∂x′ = λS
∂TS

∂x′
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図 5 溶融金属の仮想系と実空間

で表現される境界条件を (A.12) 式に適用すること

により，積分定数 Ai, Bi が決められる．

固相金属内部の温度分布

TS(x
′) = AS +BSerf

(
x′

2
√
αSt′

)
.

なお， 4⃝′ は新たに発生した境界条件であり，Ti の

値は未知である．まず， 4⃝′ の条件より

AS = Ti. (A.18)

2⃝′ の条件に，凝固定数 ϕを利用すると

Tf = Ti +BSerf

(
ϵ′

2
√
αSt′

)
,

∴ BS =
Tf − Ti

erf (ϕ)
. (A.19)

また，凝固定数の定義式 (A.13)より

ϵ′

2
√
αSt′

= ϕ ⇒ ϵ′x′

2
√
αSt′

= ϕx′

∴ x′

2
√
αSt′

= ϕ
x′

ϵ′
. (A.20)

これに，関係式 (A.10) を代入すると，固相内の温

度分布

TS(x) = Ti +
Tf − Ti

erf(ϕ)
erf

(
ϕ
ϵ0 + x

ϵ0 + ϵ

)
, (A.21)

を得る．x = 0 とすると TiS になり，固相が進

み ϵ → ∞; ϵ′ → ∞ で erf(ϕx′/ϵ′) → 0 となり，

TS → Ti となる．

鋳型温度分布

鋳型温度分布 Tm(x)は

Tm(x′) = Am +Bmerf

(
x′

2
√
αmt′

)
,

と書くことができる．よって，境界条件 1⃝ と 4⃝′

から erf(−∞) → −1となることを考慮し

Am = Ti, Bm = Ti − T0, (A.22)

が得られる．鋳型温度分布 Tm(x′)の誤差関数内引

数を凝固定数を使って表すと

x′

2
√
αmt′

=
x′

2
√
αSt′

√
αS

αm
=

ϕ

ϵ′
x′N, (A.23)
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である．ただし N =
√

αS/αm とした．よって鋳

型内温度分布は

Tm(x) = Ti+(Ti−T0)erf

(
Nϕ

x− E0

ϵ0 + ϵ

)
, (A.24)

が得られる．ここで，この後に決定する未知の定数

−E0 を導入した（図 5左参照）．

A.8 鋳型／固相界面での仮想温度 Ti の決定

これまでは固相内温度分布と鋳型内温度分布の式

には本来未知である鋳型と金属の界面温度 Ti が使

われている．したがって，この値を決めておく必要

がある．この値は，この境界面を通過する熱量が等

しいという条件から決められる（条件 5⃝′）．すな

わち

x′ = 0 で λm
∂Tm

∂x′ = λS
∂TS

∂x′ . (A.25)

(A.21) 式と (A.24) 式で表される温度を x′ につい

て微分すればよい：

λmBm
∂pm
∂x′ = λSBS

∂pS
∂x′

を計算する（x′ = 0）．ここで pm は (A.23)式で定

義される誤差関数の引数であり，pS は (A.20)式で

定義される．これらをまとめた結果

λm(Ti − T0)N = λS
Tf − Ti

erf(ϕ)
. (A.26)

これを，αi の定義式 (A.1) に注意したうえで，Ti

について解くと

Ti =
M

erf(ϕ) +M
Tf +

erf(ϕ)

erf(ϕ) +M
T0

(or) = T0 +
(Tf − T0)M

erf(ϕ) +M
. (A.27)

ここでM =
√
λSρSCPS/λmρmCPm である．

A.9 凝固定数 ϕの計算

固相／液相界面での熱移動のつり合い (A.7)式の

3⃝ から ϕ を決める式を導出できる．仮想系でのこ

の条件は

固相／液相界面： ρSL
dϵ′

dt′
= λS

∂TS(x
′)

∂x′ .

(A.28)

この式の左辺の時間 t′ に関する微分演算は (A.14)

式を仮想系の時間で微分することによって得られ，

3⃝ から ϕ を決める式を導出できる．仮想系でのこ

の条件は

左辺 = ρSLϕ

√
αS

t′
, (A.29)

を得る．一方，右辺は固相内の温度 (A.21) を誤差

関数の定義式に注意し，x′ について微分すると，右

辺は

右辺 = λS
Tf − Ti

erf(ϕ)

exp(−ϕ2)√
αSπt′

, (A.30)

を得る．よって (A.29)式と (A.30)を等値すること

により

√
πϕ exp(ϕ2)erf(ϕ) =

CPS(Tf − Ti)

L
, (A.31)

を得る．さらに，Ti の式 (A.27)を代入し，計算整

理すると

√
πϕ exp(ϕ2)[M + erf(ϕ)] =

CPS(Tf − T0)

L
,

(A.32)

を得る．よって，これを ϕについて数値的に解けば

よい．

A.10 初期仮想厚さ ϵ0 の決定

凝固定数内に含まれる未知の定数 ϵ0 の値を求め

る．これを決めるための条件式は「溶湯界面／仮

想系での固相先端 x′ = ϵ0」との熱のやりとりから

得られる．まず溶融金属側に対しては，熱伝達係

数 hiS，温度差 TiS − Ti による鋳型側への熱の流れ

より

hiS(TiS − Ti) = λS

(
∂TS(x

′)

∂x′

)
x′=ϵ0

, (A.33)

を得る．しかしながら，この式は未知の TiS という

温度を含んでいる．そこで，極限 t → 0を考えるこ

とにより，TiS = Tf , ϵ′ = ϵ0 とすることで未知の

温度を消すことができ，次の式を得る：

hiS(Tf − Ti) = λS

(
∂TS(x

′)

∂x′

)
x′=ϵ0=ϵ′

. (A.34)

固相内の温度は (A.21)式は

TS(x) = Ti +
Tf − Ti

erf(ϕ)
erf

(
ϕ
x′

ϵ′

)
, (A.35)
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と書けるので，これを (A.34) 式に代入し微分する

ことによって

∂TS(x
′)

∂x′ =
Tf − Ti

erf(ϕ)

2√
π

ϕ

ϵ′
exp

(
−ϕ2x

′2

ϵ′2

)
,

(A.36)

を得る．ここで x′ = ϵ′ = ϵ0 とするので

∂TS(x
′)

∂x′ =
Tf − Ti

erf(ϕ)

2√
π

ϕ

ϵ0
exp

(
−ϕ2

)
, (A.37)

となる．よってこれを (A.34)式に代入すると

hiS(Tf − Ti) = λS
2(Tf − Ti)√

πerf(ϕ)

ϕ

ϵ0
exp

(
−ϕ2

)
を得るから，これを ϵ0 について解くと

ϵ0 =
2λS

hiS
√
πerf(ϕ)

ϕ exp
(
−ϕ2

)
(A.38)

となり，さらに (A.32) 式を使い exp(−ϕ2) を消去

すると

ϵ0 =
2αSϕ

2LρS [M + erf(ϕ)]

hiS(Tf − T0)erf(ϕ)
(A.39)

を得る．

A.11 E0 の決定

前節と同様の計算を仮想系での鋳型部分に対して

行うことで，E0 を求めることができる．すなわち

鋳型／溶湯界面での熱移動の式

him(Ti−Tim) = λm

(
∂Tm(x′)

∂x′

)
x′=−E0

. (A.40)

を使う．左辺に現れる仮想系での温度 Tim を消

去するために x = 0, t = 0 とする（すなわち，

x′ = −E0, ϵ
′ = ϵ0）．よって

him(Ti − T0) = λm

(
∂Tm(x′)

∂x′

)
x′=−E0,ϵ′=ϵ

,

(A.41)

を得る．(A.24) 式で表される鋳型内温度 Tm を x′

で偏微分すると，

右辺 = λm(Ti − T0)
2√
π

Nϕ

ϵ′
exp

(
−N2ϕ2x

′2

ϵ′2

)
が得られる．x′ = −E0, ϵ

′ = ϵ0であるから，右辺は

λm(Ti −T0)
2√
π

Nϕ

ϵ0
exp

(
−N2ϕ2E0

2

ϵ02

)
, (A.42)

となる．よって (A.41)，(A.42)式より

him(Ti − T0)

= λm(Ti − T0)
2√
π

Nϕ

ϵ0
exp

(
−N2ϕ2E0

2

ϵ02

)
が得られ，これをさらに変形し

exp

(
N2ϕ2E0

2

ϵ02

)
=

λm

him

2√
π

Nϕ

ϵ0

が得られるから，これを E0 について解くと

E0 =
Nϕ

ϵ0

√
ln

(
λm

him

2√
π

Nϕ

ϵ0

)
, (A.43)

を得る．

A.12 仮想熱伝達係数 him, hiS の決定

最後に，仮想的な熱伝達係数 him, hiS を決定す

る．鋳型／溶湯界面 (x′ = 0)での熱伝達収支（図 5

参照）
him(Ti − T0) = hiS(Tf − Ti)

より
hiS

him
=

Ti − T0

Tf − Ti
, (A.44)

が得られる．また，全体的な鋳型と溶湯の間での熱

伝達収支を考えると

him(Ti − T0) = hi(Tf − T0)

である．よって

hi

him
=

Ti − T0

Tf − T0
, (A.45)

であるから，この右辺に (A.27)式を適用すると

him =

[
1 +

erf(ϕ)

M

]
hi, (A.46)

を得る．また，(A.44)，(A.45)式より

hiS

hi
=

hiS

him
· him

hi

=
Ti − T0

Tf − Ti
· Tf − T0

Ti − T0

=
Tf − T0

Tf − Ti
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この最右辺に (A.31)，(A.32)式を適用すると

hiS

hi
=

Tf − T0

Tf − Ti
=

[
1 +

M

erf(ϕ)

]
.

したがって，

hiS =

[
1 +

M

erf(ϕ)

]
hi, (A.47)

が得られる．

　

記号

CP 定積比熱 (J/kg K)

E0 仮想系での鋳型側付着初期固相厚さ　 (m )

ϵ 実系での固相厚さ (m )

ϵ′ 仮想系での固相厚さ ( m )

ϵ0 仮想系での金属側付着初期固相厚さ ( m)

hi 金属／鋳型間の熱伝達係数 ( J/m2K s )　

him 金属／鋳型間で鋳型側熱伝達係数 (J/m2K s)　

hiS 金属／鋳型間で金属側熱伝達係数 (J/m2K s)

L 金属の融解潜熱 ( J/kg )

λ 熱伝導度 ( J/s m K )

ϕ 無次元凝固定数

t 実系での時間 ( s )

t′ 仮想系での時間 ( s )

t0 仮想系に設定された初期時間 ( s )

Tf 金属の溶融温度 ( K )

Ti 金属／鋳型界面での不変仮想温度 ( K )

Tim 鋳型／金属界面での鋳型温度 ( K )

TiS 鋳型／金属界面での金属温度 ( K )

T0 初期鋳型温度（周囲温度） ( K )

x 実系での金属／鋳型界面からの距離 ( m)

x′ 仮想系での金属／鋳型界面からの距離 ( m)
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